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Prologo 


A finales del siglo XVII se descubre en forma indepcndieme por Newton y Leibniz el Cdlculo infi¬ 
nitesimal. El Cdlculo diferencial no liene antecedents hist6ricos y el Cdlculo integral se conforma eomo 
cuerpo de doctrina maiemdtica bdsicamenie a partir de la idea incipient diseiiada por Arqui'medes y las 
aportaciones de Cavalieri. 

Con el descubrimiento del Cdlculo las formas de actuacidn del pensamiento matemdiieo experimentan 
un cambio s61o comparable al de la axiomalizacidn de la Geometria en el mundo griego. 

De forma esquemStica el objetivo del Cdlculo diferencial es medir tasas de variaei6n sugeridas inicial- 
mente de la cinemStica para medir velocidades medias en variaciones de liempo infinitesimales o velocida- 
des insiantlneas. Galileo y sus discipulos desde la fi'sica y la aslronomia leni'an el teneno preparado para 
que fructificasc con dxilo el descubrimiento inevitable. 

El Cdlculo integral por su parte tiene como objetivo sumar cantidades infinitesimales variables. Dicho 
de forma equivalent, conocida la tasa de variaci6n de una funci6n obtener la propia funei6n. Estos concep¬ 
ts esldn intimamenie relacionados y la alianza enlre la derivada y la integral se establcee con el llamado 
Teorema fundamental del Cilculo. 

La aspiraci6n del joven Leibniz a poscer el saber universal le Ilev6, tras el conocimiento personal do 
Huygens y el estudio de las obras de Pascal y Descartes, a desencadenar un impulso hacia el estudio de 
las matemdticas como nunca antes se habi'a dado. La propia personalidad de Leibniz, su (alia intelectual 
posiblemente sin par desde Plai6n y Arisl6(eles, el enfoque adecuado de los problemas e ineluso el emplco 
de una excelente noLacidn, propician en 61 aportaciones mds relevanies que las del propio Newton aunque 
durante su vida siempre se le negase esle reconocimiento. 

En la Europa continental Cramer escucha el mensaje de Leibniz y difundc como imperative del maestro 
la necesidad de hacer matemdticas desde el nuevo CSIculo y surgen los Bernoulli y L’ Hopital con su ingente 
aportacidn y tras ellos, como disci'pulo de Jean Bernoulli, emerge la ligura estelar de Euler, el inspirador de 
todos los malemdlicos y posiblemente el m6s fecundo en cuanlo a obra escrita. 

Asf podemos continuar con nueslra extensa lista de colosos como D'Alembert, la ligura egregia de 
Gauss, dmulo de Arqufmedes, Lagrange, Legendre, Riemann, Weierstrass, Jacobi y Cauchy como ultimo 
baluarte de los matemSticos universalistas con aportaciones notables al Cdlculo infinitesimal. 

Al otro lado del canal el gran precursor es Gregory, quien utilizando mdtodos gcomdtrieos y con tdc- 
nicas aprendidas en Italia se adelani6 a Taylor y MacLaurin en el dcsanollo en serie de ciertas funciones 
trigonomdlricas, el mds interesante es el de la funci6n arctg x. De haber emplcado procesos analilieos, muy 
probablemenie habria precedido a Newton en cl establecimiento del Cdlculo infinitesimal. 

Las aportaciones mds notables de esta matemdtica inglesa al desarrollo del Cdlculo son las de Cotes, 
De Moivre, MacLaurin y Stirling, algunos de ellos amigos de Newton, siendo el mis divulgado Brook 
Taylor. La f6rmula y serie de su nombre aparecieron como llucntcs, enlaces y herramientas de los campos 
e ideas matemdticas que configuran todo el espectacular avance del Andlisis matemdtico. Su aparicidn 
represent una forma totalmente novedosa, y sobre todo mds elicaz, que las tdcnicas al uso en la Europa 
continental para el estudio de las funciones de variable real. 



Prdlogo 


Los conocimienlos del andlisis para funciones dc una variable permilen el desarrollo del Cdlculo en va- 
rias variables iniciado por casi todos los malem3licos mcncionados y resulta imprcscindiblc para eualquier 
desarrollo dc la maiem3lica posterior. 

En cl texto que presentamos sc aporta una coleccidn amplia de ejemplos aclaratorios a la breve, pero 
completa, inlroduccidn ledrica dondc se exponen los contenidos blsicos del C3lculo en una variable. 

En cada leccidn c imitando una clasc prcscncial sc desarrolla en forma concordantecon la leoria una co- 
leccidn extensa de problcmas sccucnciados en orden de dificultad creciente y dondc se resaltan los aspcctos 
relevantes en cada caso. 

A conlinuacidn se propone una lista de problemas (otalmentc paralela a la de resueltos que aparecen 
tambidn desarrollados al final del libro con diversa intensidad. 

Consideramos, en orden al proceso de asimilacidn, que el estudiante irate de resolver los problemas 
propuetos con la informacidn oblcnida del csludio de los resueltos apoy3ndo.se en los recursos tedricos 
precisos y siendo especialmcnlc remiso en consullar los dcsarrollos que se incluyen en el libro hasta que no 
haya m3s remedio. De csle modo podr3 valorar mejor su aprendizaje. 

Pretendemos que nuestros estudianles asimilen con comodidad la amplia variedad de nuevos conceptos 
asi como el manejo adccuado dc cllos en cada siluacidn. La relacidn entre los diferentes resultados y la 
forma en que interaction en un proceso resolutivo es algo que el alumno debe tener asimilado para conocer 
con garanu'a suficiente el Cdlculo de una variable. 


Madrid, agosto 2010 




Numeros reales 


En este capftulo... 

1.1 Propiedades de los numeros 

1.2 Valor absoluto. Propiedades 

1.3 Intervalos y topologfa en R 

1.4 Inecuaciones 

1.5 Oistintos conjuntos numericos 

1.6 Conjuntos acotados. Propiedad del 
supremo 

1.7 Induccidn 
Problemas resueltos 
Problemas propuestos 
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1.1. PROPIEPAPES DE LOS NUMEROS _ 

Como herramienla bisiea para adenlrarnos cn el Cilculo de una variable utilizarcmos los ntimcros 
reales. La forma mis breve de inlroducirlos cs enumerar las propicdadcs que los caracterizan, tomadas 
como axiomas, que cxpondrcmos dispuestos cn trcs grupos. 

Axiomas de estructura 

Para todos a, b, c G R se verifiean los axiomas: 

A-1 Asociativas: 

a + (b + c) = (a + b) + c, a (b e) = (a- b) ■ c. 

A-2 Conmutalivas: 

a + b = b + a , a ■ b = b ■ a. 

A-3 Ncutros: 

30 G R : a + 0 = 0 + a = a, 

31 G R: a - 1 = 1 a = a. 

A-4 Opueslo: 

Va G R, 3( - a) G R: a + (-a) = (-a) + a = 0. 

A-5 Reciproco: 

Va £ R, a ^ 0, 3a _1 G R: a-a" 1 =a"' - a = 1. 

A-6 Dismbuliva: 

a ■ (b + c) = a ■ b + a ■ c. 


Axiomas de orden 

Existc el conjunlo R + = {x G R : x > 0}, llamado conjunto de los numeros reales no negatives, 
lal que: 

A-7 El cero es no negativo: 

0 G R + . 

A-8 Suma y produclo son opcracioncs cerradas: 

Va, 6 G R + : a + 6 G R + y a-6GR + . 

A-9 Propiedad de dicotomia: 

Va G R: a G R + o -a G R + . 

Estos axiomas de orden nos permiten definir la relacidn de orden total que utilizamos habitualmente en R : 

Orden en M 

Sc define el orden en R mediante la relacidn: 

a < b «» 6 - a G R + . 

Tambiin podemos definir el orden estricto: 

a <b a < 6 y a # 6, 


si bicn dsia no es una relaeidn de orden. 



Capttulo 1 / Numeros reales • 3 


Axioms de compietitud 

A-10 Axioma de compietitud: 

ScR,i’/D, acotado superiormente. enlonces existe supremo de S. 

Por veriticar los axiomas del 1 al 6, se dice quc (R, +, •) cs un cuerpo conmutativo, por vcrificar 
adenitis los axiomas 7,8 y 9, es un cuerpo conmutativo ordenado, y por verificar el axioma 10, sc dice que cl 
conjunlo de los numeros reales liene eslructura de cuerpo conmutativo. ordenado y completo. Dcstaqucmos 
que un cuerpo se dice conmutativo si cumplc la propiedad conmutativa del producto, ya que la de la suma 
es imprescindible para que sea cuerpo. 

Los otros conjuntos numbricos que conoccmos, N, Z, Q, C, no cumplen la totalidad de los axiomas. 

1.2. Valor absoluto. Propiedades_ 


Valor absoiuto 

La funcibn valor absoluto se define como 

w = | 

oen forma equivalente |x| = max{x, -i}. 

■ Ejemplo 1.1 Tenemos que 

|7,4| = 7,4 y que |-3,21| =-(-3,21) = 3,21. 

Propiedades del valor absoluto 

Para todos x, y € R se verifican las siguientcs propiedades: 

1. |x| >0 

2. |-x| = |x| 

3. a > 0, enronces (|x| < a « -a < x < a] 

4. |x + y| < |x| + |y| 

5. ||x|-|y||<|x-y| 

1.3. INTERVALOS Y TOPOLOGIA EN R_ 


Intervalos 

Sean a, b e R : a < b. Definimos el intervalo abierto de exlremos ay b como cl conjunlo 
(a; 6) = {xeR:a<x<b}, 

y el intervalo cerrado de exlremos a y 6 se define como cl conjunlo 
(a; 6) = {x e R : a < x < 6} . 

Los intervalos semiabiertos, de exlremos ay b, son los conjuntos 

(a; 6) = {x € R : a < x < b}, 

(a; 6) = {x e R : a < x < 6}. 


x, si x € R + , 
-x, si x 0 R + , 
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Considcramos la recta real ampliada, R = RU {-oo, +oc}, oblcnida afiadicndo a los ndmeras reales 
dos cnlcs nucvos con las propicdadcs habilualcs, cnlrc cllas la siguicnic propiedad dc orden: 

Vi e R : -oo < x < oo, 

y podcmos dcfinir con facilidad los intervalos infinitos: 

(a; +oo) = {x e R : a < 1} , (-00; a] = {1 e R : 1 < a} , 


y dc modo andlogo: 

|a;+oo), (-oo;a), (- 00 ; 00 ) = R, (- 00 ; 0) = R _ , (0;+oo) = R + . 

Distancia en M 

Una distancia, o mdlrica, cn R es una aplicaci6n d : R x R -> R + ial que Va, b, c € R, verifica las 
condiciones: 

1. d(a,b) = 0 a = b 

2. d(a, b) = d(b, a) (Simclria) 

3. d(a, b) < d(a, c ) + <Z(c, b) (Propiedad Iriangular). 

Sc llama distancia euch'dea o dislancia usual de los numeros reales a la definida mediame el valor 
absoluto como 

d(a,6) = |a-6|. 


Entornos 

Si a y <5 son numeros reales con <5 > 0, llamamos enlomo abierto de cenlro a y radio 5 al siguiente 
conjunto de numeros reales 

Es(a) = {1 e R : d(x,a) < <5} , 
llamamos entorno cerrado de centra a y radio 6 al conjunto 

~Es(a) = {1 e R : d(x,a) < <5}, 
y entorno reducido dc cenlro a y radio 6 a 

&6 ( a ) = € R ; d(x,a) < 6 y x / a} . 

Pucsto que nuestra distancia cs la dislancia euclidca en los numeros reales, el entorno abierto puede 
tambidn cscribirsc dc estas formas: 

E s {a) = {1 e R : \x - a| < <5} = {x € R : -6 < x - a < <5} 

= {1 £ R : d — ij < i < a + <5} = (a — <5: a + <5), 

cs decir, como intervalo abierto ccntrado en a y amplilud 26. HI entorno cerrado resultara, de igual modo, 
Es(a) = {x e R : -6 < x - a < d'} = (a - <5; a + <5] 
y cl entorno reducido serd un intervalo abierto sin el punto central: 

EUa) = (a-6-a + 6)~ {a} = (a - 6; a) u (a: a + <5). 
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Puntos Interlores, exterlores y frontera 

Sean A/ C R,« € R, se dice quc cl punto n es interior ul conjunlo A/ cuando exisle un cnlorno dc ccnlro 
a conlenido en A/, por tanio <1 € A/. HI conjunlo de lodos los punlos inleriores a M se llama inlerior de M 
y se represcnta por inf(A/) o por A/ . 

El punlo a € R es exterior al conjunlo A/ cuando exisle un cnlorno de cenlro a conlenido cn el com¬ 
plementary de A/. El conjunlo dc todos los puntos exleriorcs a M se llama exterior de M y se represcnta 
porrjf(A/). 

El punlo n € R es un punto frontera del conjunto A/ cuando lodo cnlorno de cenlro a eonlicne puntos 
de A/ y punlos de su complementary. El conjunto dc todos los puntos fronlcra dc M se llama frontera de 
A/ y se rcpresenta por fr(M). 

Para cualquier conjunlo A/ seliencqueR = int(M) U ext (A/) U /r(A/), siendo cslos ires conjunlos 
disjunlos. 

■ Ejemplo IJ2 En el conjunlo A/ = (2; 3) U {4} , cl punlo | es interior, cl punlo 0 es exterior y la fronlera 
de A/ es el conjunlo {2,3,4}. 


Puntos adherentes y puntos de acumulacion 

Sean A/ C R, a € R, se dice quc el punto a es un punlo adherente, o intinilamcnlc pr6ximo, al conjunlo 
A7 cuando lodo enlomo de cenlro a conliene punlos de M. El conjunlo de todos los punlos adherentes a A/ 
se llama adherencia, cierre o clausura de A/ y se reprcsenla por adh(M) o por A/. 

Se verifica que adh(M) = int(M)U fr(M). 

El punlo a es punto de acutnulacidn del conjunlo M si lodo cnlorno reducido de cenlro a conliene punlos 
de M. El conjunlo de todos los puntos de acumulaci6n de A/ recibe el nombre de conjunlo derivado de A/ 
y se denola por ac(M) o por A/' y se verifica que ac(M) C adh(M). 

En el ejemplo anterior, 3 es un punlo de acumulacidn de A/, mieniras que 4 no lo es. 

Una sencilla reflexidn sobre la definicidn de punlo de acumulacidn nos llcva a asegurar quc si cl cnlorno 
reducido conliene un punlo de A/, conliene infinilos, sin m&s que elegir el radio del enlorno cada vcz mds 
pequeno. En consecuencia, un conjunlo finito. A/, no puede tener punlos de acumulacidn, mieniras que 
los conjunlos infinilos pueden lenerlos o no. Asi, N no liene, mieniras quc en Q todos sus punlos son de 
acumulacidn. 

Un punlo de acumulacidn puede penenecer o no al conjunlo A/. Sc dice que a es un punto aislado de 
A/, si pertenece a A/ y no es de acumulacidn de A/. Por ello, lodos los conjunlos finilos esldn formados por 
punlos aislados. 

Un importante (eorema relalivo a los numeros reales es el siguienie. 

■ Teorema (de Bolzano-Weierstrass) Todo conjunto acotado con infinilos numeros reales posee al me- 
nos un punto de acumulacidn. 


Conjuntos abiertos y cerrados 

Se dice que el conjunlo A/ C R es abierto cuando lodos sus punlos son inleriores a A/ y diremos que el 
conjunto M C R es cerrado cuando contiene lodos sus punlos de acumulacidn. En forma cquivalcnlc 

M es abierto si A/ = M y es cerrado si M = M. 

■ Ejemplo 1.3 Los conjunlos (0; 1), R y (0; 1) U (1; 2) son abiertos, mieniras quc (0; lj es un conjunlo 
cerrado. El conjunlo Q no es cenado, ya que v/2 no estd en Q a pesar de ser punlo de acumulacidn de Q. 



Calculo de una variable 


1.4. INECUACIONES 


Una inecuacidn real es una condicidn deflnida en el cuerpo de los numeros reales en la que interviene 
unao mds variables ligadas por un signo dedesigualdad, <,<,>,<• Nos limitaremos al estudio pariicular 
de las inecuaciones con una incdgnita. 

Resolver una inecuacidn consiste en hallar todas sus soluciones, es decir, determinar los valores que la 
verifican, para ello utilizaremos las propiedades de las desigualdades con numeros reales. 

Consideremos algunos ejemplos. 

■ Ejemplo 1.4 Resolvamos 5x - 3{x + 2) > 4. 

Operando lenemos que 


5x - 3x - 6 > 4 
2x > 10 
x > 5, 

es decir, son solucidn (odos los numeros reales del intervalo [5; +oo). 

■ Ejemplo 1.5 Resolvamos 2x 2 - 4x - 5 > 1. 

Operando y faclorizando, resulla 2(x - 3)(x +1) >0. 

Como es 2 > 0, los pardntesis deben ser ambos posilivos o ambos negativos, por lo que tenemos que 
esludiar dos casos: 

Caso I: 

i-3>01 x > 3 

i + l>0 J 4 i>-1 

Caso 2: 

x-3<0 \ x < 3 

x+1 <0 J i<-1 

Luego la solucidn es el conjunto (-oo; -1) U (3; +oo). 

Olra allernativa consisle en dibujar la pardbola y = 2x 2 — 4x — 6 y observar para qud valores de x 
es y > 0, es decir, cuando los punlos de la pardbola lienen valores y > 0. La solucidn se obliene por 
observacidn de la Figura I. I. 


x > 3 => x € (3; +oo). 



Figure 1.1 Representaci6n de la parabola y = 2x 2 - 4x - 6. 
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Desigualdades con factores 

El ejemplo anterior nos lleva, en el caso en que sea posible factorizar con factores de primer grado, al 
siguiente estudio de los signos de los factores: 

El producto (x - ai)(x - a2)(x - <13)... (x - a„) cs: 
nuloe n ai,a-2,... ,a n , 

posilivo en los intervalos en que haya un numero par de factores ncgativos, y 
negativo en donde haya un numero impar de factores negativos. 

■ Ejemplo 1.6 Estudiemos el signo de la expresi6n (x + l)(x - 2)(x - 3). 

Segun lo anterior, csta expresidn se anula en -1,2,3, y 
en el intervalo (-00; -1) es negativa, 
en el intervalo (-1; 2) es positiva, 
en el intervalo (2; 3) es negativa y 
en el intervalo (3; +00) es positiva. 

Olra altemativa consiste en dibujar la funci6n y = (x + l)(x - 2)(x - 3) y observar para qu£ valorcs 
de x es y > 0 y para qul valorcs es y < 0, como puede verse en la Figura 1.2. 



Flgura 1.2 Representacidn de la funcidn y = (x + l)(x - 2)(i - 3). 


1 + x 

■ Ejemplo 1.7 Resolvamos la inecuaci6n-- < 2. 

La inecuaci6n no es vdlida para x = 2, ya que carccc de sentido porquc sc anula cl dcnominador. No 
podcmos pasar el denominador al lado derecho a no ser que sepamos su signo, por lo que cs prcciso estudiar 
dos casos: 

Si cs x - 2 > 0, entonces 


x - 2 > 0 1 x - 2 > 0 1 x > 2 

1 + x < 2(x - 2) J ^ l+x<2x-4J ^ 5 < x 

Si es x - 2 < 0, la desigualdad cambia de sentido y resulta 

x - 2 < 0 1 x - 2 < 0 1 x < 2 

1 + x > 2(x -2)J ^ l+x>2x-4J ^ 5 > x 


x > 5. 


x < 2 . 


Luego la soluci6n es (-00; 2) U (5; +00). 
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Desigualdades con valor absoluto 

En los casos en que aparezca el valor absolulo basta recordar la siguienie f6rmula, ulilizada en la 
definici6n de cnlomo abierlo, 

|x - a| < <5 a-5<x<a + 6, 

siendo <5 > 0, o su anSloga con < . Un caso particular es 

|x|<5 « -6 < x < 6 


y de aqui, por el contrario: 

|x| > <5 x > <5 V x < -<5. 

■ Ejemplo 1.8 Resolvamos |x - 2| < 5. 

Esla desigualdad cs equivalent a 

2 --<x< 2+^-, 

2 2 

es decir, § < x < |, o bien x € (§; §) . 

■ Ejemplo 1.9 Resolvamos |2 - x 2 | < 1. 

En este caso debe ser 

-1 <2-x 2 < 1, 

sumando -2 en los ires miembros de esla doble desigualdad se oblicne 
-3 < -x 2 < -1, 

y cambiando de signo, lo que obliga a cambiar el sentido de las desigualdades, 

3 > x 2 > 1, 

es decir, 1 < x 2 < 3, o bien 1 < |x| < \/3- Luego 

siesx>0 => 1 < x < \/3 => xe(l;v^), 

siesx<0 => 1 < -x < \/3 => — \/3 < x < -1 => x€(-\/3;-l), 
por lo que la solucidn es el conjunlo dado por (-\/3; -1) U (1; \/3)- 


■ Ejemplo 1.10 Resolvamos |3x + 5| > 1. 

Debe ser 3x + 5 > 1 o bien 3x + 5 < -1, luego 

3x > -4, o bien 3x < -6, 


es decir, 


por lo que la solucidn de 


x > 


3 ’ 


o bien x < -2, 


inccuacidnes (-00; -2] U +00). 


1.5. PlSTINTOS CONJUNTOS NUMERICOS 


Los matemglieos han ampliado los conjunlos nuindricos a lo largo de la historia. La nccesidad de 
resolver ccuacioncs ha propiciado la crcacidn de nuevos conjunlos. Veremos brevemente estos conjunlos 
prestando especial atencidn a (res aspcclos: las propiedades que cumplcn las operaciones usuales de suma y 
producto, las ccuacioncs que pueden resol verse en ellos y la forma en que progresivamente se va "llenando” 
la rccla real. 
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Los numeros naturales 

Su introduccidn axiomitica sc debe a G. Peano. No hay que olvidar quc la axiomalizaeidn del Algebra 
es dos mil ailos posterior a la dc la Gcometrfa. Los cinco axiomas que los delinen son 

1. El uno cs un numero natural, es dccir. 1 G N. 

2. Todo numero natural tiene un siguientc, es decir, n G N => » + 1 G N. 

3. Todo numero distinto del uno es siguientc de oiro, es decir, 

ti G N y » / 1 => 3m G N : m + 1 = n. 

4. Numeros naturales distintos tienen siguienlcs distintos, es decir, 

m/n =» m+l/n+1. 

5. Si un subconjunto A/ de N es tal que contienc al 1 y siempre que contenga a un numero tambiin 

conliene al siguienle, entonces A/ coincide con N, es decir, 

[A/ C N y IgA/ y (m G M => m + 1 G A/)) => M = N. 

El conjunto de los numeros naturales es el conjunlo infinito N = {1,2,3,...}. Opcrativamente verifica 
las propiedades: 

a) Para la suma: asociativa y conmutaliva. 

b) Para el producto: asociativa, conmutaliva y neulro. 

c) Distribuliva del producto respecto de la suma. 

La relacidn a < b <=s b - a G N origina un orden estricto y sus elementos forman una cadena. 

Por verificar estas propiedades se dice que es un semianillo conmutativo con elemento unidad y eslric- 
tamente ordenado. 

Una sencilla ecuacidn como 3 + x = 2 no liene solucidn en N. Si colocamos en una recta los numeros 
naturales, fijando el origen y la unidad, la recta tiene "grandes huecos”. 

La principal aplicacidn de los numeros naturales, aparte de que sirven para contar, es la induccidn que 
veremos posteriormente. 

Los numeros enteros 

El conjunto de los numeros enleros es Z = {..., -3, -2, -1,0,1,2,...} que tiene para las operacio- 
nes usuales suma y producto las propiedades de N y ademds las propiedades de neutro y opuesto para la 
suma, teniendo la estruclura de anillo unitario, conmutativo, sin divisores de cero y ordenado. Este conjun¬ 
to conliene al de los naturales, es decir, Z D N. La inclusion amplia a Z las operacioncs de N y el orden 
estricto. 

Una ecuacidn tan sencilla como 2x = 5 no tiene solucidn en los enteros y si colocamos estos numeros 
sobre una recta nos enconlramos con una situacidn pared da a la de los naturales. Parece pucs eonveniente 
ampliar este conjunto a oiro que tenga mis propiedades y que permita resolver estas ecuaciones. 

Los numeros racionales 

Son el conjunto infinito Q= :?,pGZ y q/0} donde es preciso tener en cuenta la relacidn 
de equivalencia enlre fracciones. Con las operaciones que conocemos se cumplen las propiedades de los 
enteros y ademis la propiedad de elemento inverso para todos los numeros racionales salvo el cero. Eslruc- 
turalmente Q es un cuerpo conmutativo y ordenado que conliene a los enteros, Q D Z, ampliando de forma 
natural sus operaciones. 

Los numeros racionales tienen todas las propiedades que hemos estudiado, sin embargo existen ecua¬ 
ciones que no tienen solucidn en Q, como x 2 = 2, y la recta no esti "llena” en el sentido de que hay mis 
puntos que numeros racionales. 
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■ Ejemplo 1.11 Veamos que \/2 no es un numero rational. Si fuese x = \/2 6 Q, podri'a escribirse 
i = E fraction irreducible, es decir, sin factores comunes. En estas condiciones 

i 

= 2 => p 2 = 2q 2 => p 2 es par => p es par, 

<7 2 

por lo que, si es p = 2k, resultaria 

(2k) 2 = 2 q 2 => 2/c 2 = g 2 => q 2 es par => q es par, 

contradiccibn, pucs no tenian factores comunes. Por tanto la ecuacibn x 2 = 2 no tiene solution en los 
rationales. Por el mismo molivo existen punlos en la recta a los que no corresponde ningun numero racional. 
Estos puntos de la recta se llaman irracionales; es sencillo ver que todas las rat'ces no exaclas de numeros 
naturales: \/2, \/3, \/5, \/6, \/7, \/8, \/l0,..., son irracionales. 

Los numeros reales 

Un numero real es aqubl que se representa mediante una expresion decimal con infinitas cifras decima¬ 
tes; si empleamos la nolacibn decimal, podemos escribir 

R = {a, aia2a3 ... : a € Z y di 6 {0,1,2,.... 9}} . 

Si el numero de decimales es finilo, es decir, todas sus cifras decimates son cero a partir de una deter- 
minada, o su expresion decimal es periodica, se trata de un numero racional, mientras que en caso contrario 
es un irracional, como son 2,1121231234..., \J2, n, e. Estos irracionales pueden ser algebraicos o tras- 
cendentes, segun que sean solution de alguna ecuacion algebraica (con coeficientes enteros), o que no lo 
sea. La ecuacibn x 5 + 7 = 0 tiene por solucidn x = v^7 = - \fl, por lo que este numero es algebraico, 
mientras que ir y e son trascendentes. 

Estructuralmente los numeros reales constiluyen tambi£n un cuerpo conmutativo y ordenado, como los 
racionales y se tiene que R D Q, en el triple sentido de las otras ampliaciones. Ademds los numeros reales 
"Henan” la recta en el sentido de que existen tanlos punlos en la recta como numeros reales. El cuerpo real 
es complete en el sentido de que toda sucesion convergente de numeros reales tiene limile tambi£n real; en 
cambio exisien sucesiones de numeros racionales que convergen a n, que es irracional. Exisle por tanto una 
biyeccidn entre el conjunlo de los numeros reales y los punlos de la recta, lo que hace que la recta se llame 
recta real. 


Figure 1.3 Identificacibn entre los numeros reales y la recta real. 

Sin embargo existen ecuaciones sencillas con coeftcienles reales, como x 2 -t- 1 =0, que no tienen 
solution en R y nos llcvan a una ultima aniplicacibn del concepto de numero. Esta ecuacibn retrasb pr4cti- 
camente un siglo el proceso matemStico de la resolucibn de ecuaciones. De forma inconsciente se esperaba 
la aparicibn de Gauss en la cscena. 

Los numeros complejos 

Se define como el conjunlo C = {a H- bi: a,b 6 R}, donde t es la unidad imaginaria, de valor 
* = \/—L Este conjunto numbrico tiene estruclua de cuerpo conmutativo, conteniendo al conjunto de 
los numeros reales, es decir C D R. Sin embargo, el orden usual de R no es ampliable a C. 

El teorema fundamental del Algebra asegura que toda ecuacibn polinbmica en C, de grado n, tiene 
exactamenle n rat'ces, contando la mulliplicidad. Por ello se dice que C es un cuerpo algebraicamente 
cerrado, cosaque R no lo es. Esto garantizaque toda ecuacibn polinbmica en C es resoluble. Los complejos 
llenan el piano, es decir, hay tantos numeros complejos como puntos en el piano. 

Como resumen de los aspectos que nos interesaban para ampliar los conjuntos numbricos, podemos 
destacar que 
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■ Q, R y C son cuerpos, 

■ R llena la recta, y 

■ en C todas las ecuacioncs polin6micas ticnen solucidn. 


1.6. CONJUNTOS ACOTADOS. PROPIEDAD DEL SUPREMO 


Cotas 

Sea S un subconjunto de los numeros reales y sean a, b numeros reales. Se dice que a es una cota 
superior de S C R, S 0, si Vx e S : x < a. Diremos que b es una cola inferior de S C R, S 0, si 
Vx e S : b < x. 

Si un conjunto tiene una cota superior se dice que estd acotado superiormente; si tiene una cota inferior 
se dice que est4 acotado inferiormente y si esti acotado superior e inferiormente, se dice que es un conjunto 
acotado. 

Si un conjunto tiene una cota superior, tiene infinitas, todos los numeros posteriorcs. Andlogo por la 
olra parte. 

■ Ejemplo 1.12 El conjunto [-2; 2) tiene, entre olras, a 3, 5, 800 como cotas superiores. 

Para el conjunto (1; \/3), -1000, 0 y 1 son colas inferiores. 

El conjunto {^,ne N} = {1, i,... } estd acotado: 5 y -3 son dos de sus colas. 

Z, Q, R no estin acotados inferior ni superiormente. 

Supremo e infimo 

Sea S un subconjunto de los numeros reales y sean a, 0 numeros reales. Se dice que a es el supremo, o 
exlremo superior, de S si es la menor de las colas superiores de S. Diremos que 0 es el infimo, o exlremo 
inferior de S si es la mayor de las cotas inferiores de S. Escribiremos sup S e inf S para indicarlos. El 
supremo y el fnfimo son unicos, cuando existen. 

Maximo y minirno 

Sea S un subconjunto de los numeros reales y sean a, 0 numeros reales. Se dice que a es cl maxima de 
S si a = sup S y a e S. Diremos que 0 es el minirno de S si 0 = inf S y 0 e S. Escribiremos max S y 
min S para indicarlos. 

■ Ejemplo 1.13 El supremo de (-3;4) es 4 y no pertenece al conjunto; el supremo de (-3;4] es 4 y 
pertenece al conjunto, por lo que es el m£ximo del conjunto. 

El fnfimo de {-2} U [2; 5) es -2, que es mfnimo por pertenecer al conjunto. 

El conjunto (-2; -1) U {0} U (1; 2) no tiene miximo ni mfnimo, el supremo es 2 y el fnfimo es -2, 
pero no pertenecen al conjunto. 

Axioma 10 

Estamos ahora cn condiciones de entcnder el ultimo axioma, llamado axioma del supremo, de complc- 
tilud, o de continuidad, y ver que este axioma caracleriza a los numeros reales en el sentido de que dslos lo 
verifican pero los racionalcs no. Recordamos que cl axioma dice: 

Para cada conjunto S C R, S £ 0, acotado superiormente, existe sup S. 

El conjunto {x e Q + : 0 < x 2 < 3} = Q n (0; \/3) no tiene supremo en Q a pcsar dc estar acotado 
superiormente y ser no vacfo, ya que hay numeros racionales tan prdximos a \/3 como qucramos. Esto no 
ocurre en R, donde este conjunto tiene supremo, siendo 6ste \/3, vcrificando el axioma 10. Esto cs conse- 
cuencia de que la recta no tiene “huecos”. Como consecuencia del axioma tencmos la siguicntc propiedad. 

■ Propiedad del fnfimo Para cada conjunto S C R, S / d, acotado inferiormente, existe inf S. 
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1.7. iNDUCClbN _ 

Las f6rmulas en las que inlervenga un numero natural gendrico pucdcn comprobarsc para muchos 
valores, pero nunca para lodos los numeros de N. El mdlodo de inducei6n pcrmitc la dcmoslraci6n de 
propiedadcs o f6rmulas. Si P(n) significa que la propicdad P es cicrla para n 6 N, el mdlodo puede 
enunciarsc asf: 


■ Principio de induccidn matemdtica 

P( P k) 1] i P(k+ 1) } en'oncesVneNesP(n). 

En este mdlodo de demoslraci6n hcmos de comprobar la propiedad para el valor I, u otro valor donde 
la f6rmula comienza a lener validez, y demostrar que cada vez que la propicdad sc cumpla para un numero, 
lambidn se cumplird para cl siguicnlc, asi cslc principio nos garanliza que la f6rmula sc cumple para lodos 
los nalurales. La demostraci6n de cslc principio correspondc al Algebra. 


■ Ejemplo 1.14 Vamos a dcmostar por inducci6n la f6rmula de la suma de los primcros n + 1 tdrminos 
de una progresi6n geomdlrica con raz6n r ^ 1. Esta f6rmula es 


1 + r + 


Para n = 1 es 1 + r = -j——, que es vdlida. 

Supongamos que la f6rmula fucse cierla para el numero k, es decir, que se liene 


1 + r +1- 2 


1 - r k+1 


veamos que, enlonces, lambidn es cicrta para cl numero k + 1, en efeclo: 

1+ r + t 2 + ■ ■ ■ + T k + r k+l = (1 + r + r 2 + ■ ■ ■ + r k ) + r k+l 

_ 1 -r k+i + ^. + , _ 1 - r *+ ] + r k+1 - r k + 2 

lo que concluye la dcmos(raci6n. 


1 - r k + 2 


Problemas Resueltos _ 

I 1.1 Demudslreseque si ay b son dos numeros rales posilivos tales que a 2 < b 2 , entonces es a < b. 

RESOLUCI6N. Por una parte se tienc que a, b 6 R + => a + 6 6 R + , y por olra se liene que 
a 2 <b 2 => b 2 — a 2 6 R + => (6 + a)(b - a) 6 R+, 
por lo que debc ser 6 - a 6 R + , y por lanlo a < b. 


I 1 -2 <,Cudndo sc cumple que la media geomdlrica de dos numeros positivos es menor o igual que su media 
aritmdlica? 

RESOLUCI6N. Sicmpre, ya que si a, ft 6 R + , se tienc que 

(a - b) 2 > 0 =?■ a 2 - 2ab + b 2 > 0 => a 2 + 2 ab + b 2 > 4 ab 

=> (a + b) 2 > 4ab => ^±^1 > ab 
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y extrayendo la rafz cuadrada de estos numeros posilivos, segun el problema anterior, queda 




I ► 1.3 Dado el conjunto A = (5; u {0}, estudiese si los puntos 0, ^,3, son interiores, exteriores o 

frontera. ^Es A un conjunto abierto? ^Qu6 puntos son de acumulaci6n del conjunto? 

RESOLUCI6N. I es interior, 3 es exterior a A y 0, £ y ^ son puntos frontera. 

El conjunto A no es un conjunto abierto, pues 0 € A y sin embargo 0 no es interior. 

De los puntos que nos piden su esludio j,| y j son de acumulaci6n, mientras que 0 es un punto 
aislado. El conjunto derivado, que esti formado por todos los puntos de acumulaci6n del conjunto es cl 
iniervalo [i; ^]. 


I ► 1.4 Se consideran los conjuntos 

B = { ieQ:2<i<4} y C = {x € R - Q : 1 < 1 < 3}. 

Determfnense los conjuntos BnC, BuC, int(B flC)e int(B U C ). 

RESOLUClbN. ComoesB = [2;4]nQy C = ]1; 3]n(R-Q), esdecir, numerosracionalcsdel iniervalo 
[2; 4] y numeros irracionales de [1; 3] respeclivamenle, se tiene que B= 0, C= 0 y que 
BnC = 0, BuC = [2; 3] U ([3; 4] nQ) U ([1;2] n (R - Q)), 

por tanto es 

inl(B n C) = int(0) = 0, 

int(B U C) = ini ([2; 3|) U ini (|3;4| n Q) U ini ([1; 2| n R - Q) = (2; 3) U 0U 0 = (2; 3), 
que no coincide con (int(B)) U (int(C)) = 0 U 0 = 0. 


I ► 1.5 


Resu6lvase la inecuaci6n x(3x - l)(2x - 7) > 0. 


RESOLUClbN. El producto se anula para los valores x = 0, x=iyx = que verifiean la inccuaci6n. 
Si consideramos los inlervalos 


<-»)■ (S) (I'D- G '4 


se tiene que en el primero los tres fact ores son negalivos, luego el producto cs negalivo. En el segundo hay 
un factor posilivo (x > 0) y dos negalivos, luego el producto es posilivo. En cl tcrcer iniervalo hay dos 
factores posilivos y uno negalivo, luego el producto es negalivo. En el ultimo iniervalo los (res factorcs son 
posilivos y el producto lambign. Por tanto la inecuaci6n se verifica para los numeros rcalcs pcrtcnccicntcs a 


|0;i|u[Z;+oo). 


El esludio del signo en los inlervalos puede hacerse con un sencillo diagrams de siguiente modo 
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I ► 1.6 HSIlense los valores reales que verifican que x + £ < 1 . 

RESOLUCI6N. Tenemosque 

x+ 1 - < l « *+i-l<0 « x2 ~ x ± l - <Q 

XX X 

y como el numerador no tiene rai'ces reales y es siempre positivo, deber ser negativo el denominador, es 
decir, x < 0. Por tanto las soluciones de la inecuacidn dada son los valores del intervalo (-oo; 0). 

I ► 1.7 Demulstrese que Vx, y € R se verifica que 

k + y\ < kl + li/I- 

RESOLUCI6N. Por la definicidn de valor absoluto se tiene que Vx € Res -|x| < x < |x|. siendo unade 
las dos desigualdades una igualdad. Escribiendo estas desigualdades para xeyy sumando resulta 

-kl < x < kl 

-M < v < \v\ 

-(kl + li/l) < * + y < kl + li/l 

por lo que se tiene |x + i/| < kl + li/|- 
I ► 1.8 Resu6lvanse las inecuaciones 

a) |l-3x|>i, b) |x 2 — 3| < 4. 

RESOLUCI6N. a) Debe ser 1 - 3x > ^ o 1 - 3x < ^. En el primer caso tenemos que 

11 -4 4 4 

1 - 3x > - => -3x > - - 1 => -3x > — => 3x < - => x < —, 

5 5 5 5 15 

y cn cl segundo 

1 - 3x < —- => -3x < —^ - 1 =► -3x < —^ =► 3x > ^ => x > — . 

5 5 5 5 15 

Por tamo lasolucidn es (-oo; U (^; +oo). 
b) Se tiene que 

|x 2 - 3| < 4 =» -4 < x 2 - 3 < 4 =» -4 + 3 < x 2 < 4 + 3 

=> -1<^ 2 <7 =* 0 < x 2 < 7 => xe [-\/7 ;+n/7] . 

HTTi Hailense supremo y mdxirno, si exiten, de los siguientes conjuntos 

a) [0; 1), b) (0; 1], c) {x € R : x 2 < 1}, d) {x € R : x 2 > 1}, e) {0,9, 0,99, 0,999,...}. 

RESOLUCldN. a) El supremo es 1, pero no es m£ximo pues no pertenece al conjunto. 

b) 1 cs supremo y mdximo. 
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c) Como es {x € R : x 2 < 1} = (-1; 1), el supremo es 1 pero noes m&ximo. 

d) Se tiene que {x € R : x 2 > 1} = (-oo; -1] U [1; +oo), por lo que no posee supremo, ni m&ximo, 
al no ser un conjunto acotado superiormentc. 

e) El supremo es 1 = 0,9, pero no es m&ximo porque 1 no pertenece al conjunto. 


► 1.10 Determfnense, si existen, supremo, fnfimo, miximo y mi'nimo de los conjuntos 

A = {x € R : x 2 + 2x + 3 > 0}, B={±:meZ y m ± 0}, C = jl + n € N J 


RESOLUCibN. Como x 2 + 2x + 3 = 0 no tiene raices reales y siempre toma valores positivos, resulta que 
es A = R y este conjunto no tiene supremo ni fnfimo y, por ello, tampoco m&ximo ni mi'nimo. 

El conjunto B puede escribirse en la forma 


cuyos valores exlremos son 1 y -1, que son supremo e fnfimo. Al perteneccr 6stos al conjunto B, son 
respectivamente m&ximo y mfnimo de B. 

Los elementos del conjunto 


C={1-1, 1 + i, 1-i, 1 + i, 1-i, ...} 


son todos positivos, siendo 1-1 = 0 el fnfimo y mfnimo. Los elementos mayorcs que 1 van dccrcciendo, 
por lo que 1 + £ es el supremo y m&ximo de C. 


!► 1.11 Demudstrese por inducci6n que 


n(n + 1) 


b) 1 + 3 + 5 + + (2n - 1) = n 2 . 


RESOLUCibN. a) Para n = 1 es 1 = = 1, y cn este caso la propiedad es vdlida. 

Supuesta cierta para n = k, veamos que tambidn lo es para n = k + 1. En efecto. 


l+2 + 3 + '- - + fc + (fc+l) = 


k(k + \) 


+ (*+!) = (* + !) 


(k+l)(k + 2) 


b) Utilizando el apartado anterior, tenemos que 


1 + 3 + 5 + ■ • • + (2n - 1) = 1 + 2 + 3 + • • • + 2n - (2 + 4 + • ■ ■ + 2n) 

= (1 + 2 + 3 + + 2n) -2(1 + 2 + + n) 

2n(2n + 1) o n(n+l) 

“2 2 

= n(2n + 1) - n(n + 1) = n(2n + 1 - n - 1) = n 2 . 
Puede hacese tambidn directamentc por inducci6n. 


!► 1.12 Demu&lrese que 


Co) ♦ CKO++(:)-" 
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RESOLUCI6N. Para n = 1 es 


G)*Q" 

la para n = k, ves 

aro-an-t.) - 


Si suponemos la formula cs cierla para n = k, veamos que lambidn lo cs para k + 1 
Si lenemos en cuenla que 


thtmth; 1 )* 

- 0*10 * (?) * C)*G) 

••i(i)*c)*(,‘)* 


k 

U-l 


MM) 


!► 1.13 En el conjunio de polinomios en las indclcrminadas i e y con cocficicnlcs reales, dcmudsirese que x - y es 
divisor de i" — y n sicndo n € N. 

RESOLUCI6N. Si n = lesi 1 - y' = x - y = 1 (x - y), siendo 1 uno de eslos polinomios, por lo que 
x - yes divisor de x - y. 

Supueslo que exisle un polinomiop lal quex fc - y k = p(x - y), se liene que 

x* +1 - y k+l = x k+ ' - xy k + xy k - y k+l = x(x k - y k ) + y k (x - y) 

= xp(x - y) + y k (x -y) = (xp + y k )(x - y) = q(x - y) 

sicndo q olro polinomio en esas mismas indeierminadas, por lo que x k+l — j/ fc+l es mulliplo de x - y. 


Problemas Propuestos _ 

1.1 Demudstrese que cnire dos numcros racionales dislinlos hay olro racional. 

1.2 Encudnirese cl fallo de la siguienlc “demoslraci6n”. Sea x = 1. Enlonces 

x 2 = x => x 2 -l=x-l => (x + l)(x - 1) = x - 1 => x + l = l. 
y eomo es x = 1, se sigue que 2 = 1. 

1.3 <,Qud clase de punlo es 7r respeelo del conjunio B ={xeQ:2<x< 4}? Hallense inl(B). exl(B) y 
fr(B). El conjunio B, <,es un conjunio abierlo? 

1.4 Esiudiese si el conjunio A = {£, n 6 N} es un conjuniocerrado. 

1.5 Resudlvase la inecuaei6n x 2 - fix + 9 < 0. 

2x 2 + 1 

1.6 Resudlvase la inecuaci6n ---r- < 0. 

4 - x i 

1.7 Demudslrcsc que 

Ikl - Ml < k - yl yque Ikl - |y|| < |x + y|. 
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1 .6 Resudlvanse las inecuaciones 

a) 7-1 < 7 , b) i 2 + 1 + 7 < 0 . 

14 | 4 | 4| 

1.9 H£llese fnfimo y mfnimo, si existen, de los conjuntos 

a) ( 0 ; 1 ), b) ( 0 ; 1 ], c) {x € R : x 2 < 1 }, d) {x € R : x 2 > 1 }, e){0,9, 0 ,S 

1.10 Deiermfnense, si existen, supremo, inlimo, mlximo y mfnimo de los conjuntos 

A = {ieR:i 2 + 2i + 3<0}, B = {±:n€N}, C={n+ (-!)", 


1.11 Dcmulstrese que 


1.12 Demugstrese que 

y como consecuencia que 


I 3 + 2 3 + 3 3 + - + n 3 = (1+2 + 3+ + nf‘ 

1 3 + 2 3 + 3 3 + ... +n 3 = [niTHdi] 2 


), 0,999,...}. 


n € N}. 


1.13 Prugbese que es n! > 2" si n cs un numero natural y n > 3. 




Funciones reales 


En este capitulo... 

2.1 Funciones reales 

2.2 Operaciones con funciones 

2.3 Composici6n de funciones 

2.4 Tipos de funciones 

2.5 Funciones elementales y sus gr^ficas 
Problemas resueltos 

Problemas propuestos 
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2.1. FUNCIONES REALES _ 

Definition de funcion 

Una funcidn sobre D, siendo DcR.es una regia que a cada numero x de D le asocia un s61o numero y 
de R. Se represent en la forma / : D -> R. A y sc le llama imagen de x y se escribe y = f(x). 

Se enliende por dominio de la funci6n /, o campo de definicidn, al conjunlo 

Dom / = {x G R : 3y G R con y = f(x)}, 

mientras que la imagen de la funci6n, o recorrido, es el conjunlo 

Im / = {y G R : 3x G R con y = f(x)}. 

Se llama grdfica de la funci6n / al subconjunio de R 2 

G(/) = {(*,y)eR 2 :y = /(*)}. 

es decir, el subconjunio de los puntos del piano real que verifican que su ordenada es la imagen de su 
abscisa. 


■ Ejemplo 2.1 La funci6n / : R -> R, dada por f(x) = x 2 , tiene por dominio lodos los numeros reales, 
ya que cualquier numero real podemos elevarlo al cuadrado, d£ndonos un numero real positivo, por lo que 
la imagen sera el conjunlo de los reales posilivos, es decir, Dom / = ReIm/ = R + .La grifica de esta 
funci6n es el conjunlo de puntos del piano que est£n situados sobre la parabola y = x 2 , que vemos en la 
Figura 2.1. 



Si proycctainos la gr£(ica sobre el eje horizontal o eje de abscisas, vemos que el dominio es R, mientras 
que si proyeclamos la grdfica sobre el eje de ordenadas observamos que la imagen es R + . 

Para que una funci6n quede determinada debcmos conocer el dominio, el recorrido y la regia que 
asocia a cada numero del dominio el correspondienlc en la imagen, sin embargo con frecuencia tendremos 
solamente la ley o f6rmula de lransformaci6n, en estos casos debemos suponer siempre que el dominio de 
la funci6n es el mds amplio posible. 
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■ Ejemplo 2 J. La funcidn /i(x) = 4x 3 - 2x 4- 6 ticnc por dominio Dom f\ = R, yu que lus opcracioncs 
indicadas pueden haccrsc. Esto ocurrc con lodas las funciones polindmicas. 

La funcirin / 2 (x) = ^—- tienc por dominio lodos los nunicros realcs cxccplo el 1, ya que la suma 
y la resta son sicmpre posiblcs, pcro la divisidn s61o cs posiblc cuando sc hace con divisor distinto dc 
cero. luego Dom / 2 = R - {1}. Esto mismo ocurrird con todas las funciones racionalcs, es decir, cocicnlc 
de polinomios. donde pueden hacersc la suma. resta, multiplicacidn y polencia enlera, pcro la divisidn sdlo 
cuando se cumple la condicidn anterior, por lo que cstas funciones tendrdn comodominio lodos los nunicros 
reales excepto los que anulen el denominador, si los hubicra. 

La funcidn fs(x) = \/3x - 2 tendrd por dominio lodos aqucllos numcros reales tales que sea 3x - 2 > 
0. para que pueda efcctuarsc 1a opcracidn dc la rafz cuadrada, ya que no exislcn rafees cuudradas dc nunicros 
negativos en el conjunto dc los nunicros realcs. cs decir. 


Dom / 3 = {x € R : 3x - 2 > 0} = [§; +oo). 


Funciones definidas por tabla 

En ocasiones una funcidn esld detinida medianle una tabla dc valores. Si la labia no conticnc lodos 
los valores del dominio, se da por supueslo que cnlre cada dos valores conscculivos de la tabla la funcidn 
otorga los valores proporcionalcs. es decir. se aplica interpolacidn lineal. 

La funcidn gamma esld labulada en la pdgina 399, para valores cnlre I y 2, medianle una labia de 
centdsima en cenldsima. Asf por ejemplo T( 1,27) = 0,90250. Para los valores que no liguran cn la tabla 
se precede como se indica en los ejcmplos. 

■ Ejemplo 2.3 Calculemos el valor dc la funcidn gamma para | = 1,666... 

Como es T(l, 66) = 0,90167 y r(l, 67) = 0,90330, el valor pedido eslard entre eslos dos valores y la 
funcidn es crecienle, luego bastard aiiadir al valor de r(l,66) la parte proporcional. A1 pasar la variable de 
1,66 a 1,67 aumenta en 0,01 y entonces la funcidn pasa de 0,90167 a 0,90330, cs decir, aumentaen 163 
cienmildsimas; con una regia de ires tenemos: 

| x = 108,66...- 109. 

= 0,90167 + 0,00109 = 0,90276. 


0,01 

0,00666... 


r(§) = r(l,666...) 


■ Ejemplo 2.4 Calculemos el valor de T( 1,0485). 

Comoes r(l,04) = 0,97844 y r(l,05) = 0, 97350, el valor pedido eslard comprcndido entre ellos y. 
al ser la funcidn decrecienie, bastard restar al valor de f(l, 04) la parte proporcional. La regia de (res es 


0,01 

0,0085 


Luego 


T( 1,0485) = 0,97844 - 0,00420 = 0,97424. 


2.2. Operaciones con funciones 


Dadas las funciones /, g : R -» R, definimos la suma de funciones medianle 
(/ + »)(*) = f(x)+g(x). 

Esla funcidn f + g tiene por dominio la inierseccidn de los dominios, Dom / n Dom g. ya que deben 
existir los numeros f(x) y g(x) para poder sumarlos. Esta operacidn verifica las propicdadcs conmutativa, 
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asociativa y la cxistcncia de nculro y opucslo para cada clcmcnlo, por lo quc cl conjunlo dc las funciones 
reales de variable real es un grupo conmutativo para la opcraci6n suma. 

El producto de dos funciones /, g : R -» R sc define por 

(/ ■ </)(*) = f( x ) • 9( x ) 

y tambidn lienc por dominio la intersccci6n de los dominios de las funciones que intervienen. Se verifican 
las propiedades conmutaliva, asociativa y nculro, junlamcnlccon la existcncia de simglrico, llamada funci6n 
rccfproca, si permitimos que el dominio pucda ser m4s reducido, ya que dada la funcidn /, su funcirin 
recfproca, j , tcndrii por dominio 

Doin = Doin/ - {x € R : /(x) = 0}. 

Se lienc cntonccs un grupo conmutativo para cl producto dc funciones. Como adcmds sc vcrifica la propie- 
dad distributiva del producto rcspccto dc la suma, 

f(9 + h) = fg + fh, 

resulta que el conjunto de funciones rcalcs de variable real con las operacioncs definidas tiene estructura 
de cuerpo conmutativo. Esta estructura picrde intcrds ya quc el dominio puede ir reducigndose hasta ser el 
conjunto vaci'o, y podemos cstar opcrando con funciones quc no existen para ningun valor. 

Podemos condiderar lambidn la operaci6n producto de un numero por una funci6n del siguiente modo: 
sic€Ry/:R->R, definimos 

(c/)(x)=c-(/(x)) 

verificando que Dom (c • /) = Dom /. En realidad es una caso particular del producto anterior cuando una 
de las funciones es constantc. Esta ley externa asf definida verifica las cuatro propiedades necesarias para 
que juntamente con la suma y sus propiedades, el conjunto 7" ={///: R -> R) sea un espacio vectorial 
real. 


■ Ejemplo 2.5 Dadas las funciones f(x) = 3x 3 + r-ly g(x) = x 2 — x + 1, se tiene que 

(/ + g )( x ) = }(x) + 9( x ) = 3x 3 + X - 1 + X 2 - X + 1 = 3x 3 + X 2 , 

(/ - g)( x ) = f( x ) - g( x ) = 3x 3 + x - 1 - X 2 + x - 1 = 3x 3 - x 2 + 2x - 2, 

f(l) _ 3j3 + j ~ 1 
Uy u g(x) x 2 - x +1 ■ 

■ Ejemplo 2.6 Dadas las funciones 

/ 1+x, six<0, ( 2(x - 1), si x < 1, 

/(*) = | x 3 si x > 0, y 5(x) = 1 5 + x , si x > 1 

si quercmos hallar su producto hcmos de acoplar los intervalos de definici6n de ambas, es decir, considerar 
los intervalos (—oo; 0], (0; 1) y [1; +oo), y escribirlas del modo 


r ! 3 +^ 

si x < 0, 

r 2(x - 1), 

si x < 0, 


si 0 < x < 1, 

y fl (x)= { 2(x — 1), 

si 0 < x < 1, 

l ^ 3 . 

si x > 1, 

[ 5 + x, 

six > 1, 


asf cl producto cstard dado por 


r 2(1 + x)(x -1), 

(/ • 9)(x) = /(x) • g(x) = 2x 3 (x - 1), 

{ x 3 (5 + x), 


si x < 0, 
si 0 < x < 1, 
six > 1. 
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2.3. COMPOSIClbN DE FUNCIONES _ 

Dadas las funciones / : R-»R y j : R-»R, definimos la composicidn de estas funciones, y lo 
indicaremos como go f con un pequeno cfrculo, del modo 

{gof){x)=g(f{x)). 

Esta nueva funcidn existe para los x € R tales que f(x) S Dom g, es decir, para todos los x G R tales que 
Im / C Dom g. Por tanto, el dominio de la composicidn go f es 

Dom (go f) = Dom / - {i: f(x) $ Dom g}. 

En la Figura 2.2 puede observarse el funcionamiento de la composicidn. 



Figure 2.2 Composicidn de las funciones / y g. 


La composicidn de funciones no verifica la propiedad conmutativa, pues en general es go f / fog, 
como veremos en el siguiente ejemplo. Cumple la propiedad asociativa y posee elemento neutro, que es 
la funcidn identidad. En general no existe funcidn inversa de una dada, como estudiaremos en la siguiente 
Seccidn. 


■ Ejemplo 2.7 Dadas las funciones f(x) = x + 1 y g(x) = x 2 , se tiene que 

(S 0 /)(x) = »(/(*)) = fl(x + 1) = (i + l) 2 , 

(/°S)(z) = /(<?(*)) =/(x 2 ) = x 2 + l, 

(/ ° /)(x) = /(/(x)) = /(x + 1) = (x + 1) + 1 = x + 2, 
(gog)(x) = g{g(x)) = g(x 2 ) = (x 2 ) 2 = x 4 . 



=> -x < -1 => x > 1, 
=> -x> -1 => x< 1, 


y como 


2 — x < 1 
2 - x > 1 
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tenemos ahora, juntando las condiciones de la definicibn de / con bstas que nos indican cuando / es menor 
que 1 o mayor o igual que 1, que 


3.r + 2, 
3x + 2, 


(9 <>/)(*) =g(f(x)) = 


por lo que finalmenie se licne 


oy x < -j-. 

(siendo enlonces 

3x + 2 < 1), 

0 y x > 

(siendo enlonces 

3x + 2 > 1), 

0 y x < 1, 

(siendo enlonces 

2-x > 1), 

0 y x > 1 

(siendo enlonces 

2 - x < 1), 

s i x < T i 

( siendo 3x + 

< 1), 

si ^ < x < 

D, ( siendo 3x + 

> 1), 

siO < x < 1, 

( siendo 2 - x 

>1), 

si x > 1, 

( siendo 2 - x 

<1). 

y(3x + 2) = 

1 + (3x + 2), si 

1 < ~T' 

9( 3x + 2) = 

(3x + 2) 2 , si 

=£<x<0, 

9(2 - x) = 

(2 - x) 2 - si 

0 < x < 1, 

9(2 -x) = 

1 + (2 - x), si 

x > 1, 

r 3x + 3, 

si x < ^, 


1 (3X + 2) 2 , 

si < x < 0, 


I (2 - x) 2 , 

siO < x < 1, 


l 3-x, 

six > 1. 



(gof){x) = 


El molivo por el que se descomponcn los intervalos de dcfinicidn de la funcidn / para hallar la compo- 
sicidn g o / sc comprcndc mcjor obscrvando el diagrama de la Figura 2.3. 



Figure 2.3 Forma en que actua la composicibn de funciones a Irozos. 

2.4. TlPOS DE FUNCIONES _ 

I)ada una funci6n / : R —> R, sc dice que es una funcirin par cuando vcrilica quo 
/(-*) = /(-r),Vx e Dorn/, 

y se dice que es impar cuando 

/(-x) = -/(x),Vx € Dorn/. 
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Una funcidn par tendri una gritica simdtricQ rcspecto del eje OY, ya que lonia los misrnos valorcs para x 
que para -x. por el conlrario una funcidn impar presentari una simctrfn rcspccto del origen ya que para 
valores opuesios x y -x toma valores opuesios /(x) y -/(x). 

■ Ejemplo 2.9 Las funciones /(x) = x 1 + 3x J y /(x) = cosx son funciones pares, por cl conlrario las 
funciones /(x) = x 3 + 4x y /(x) = sen x son funciones imparcs. 

1 X 

■ E^jemplo 2.10 La funcidn /(x) = ^ ^ es par y la funcidn g(x) = ^ ^ 2 es impar. Sus grificas 

pueden verse en la Figura 2.4. 



Figure 2.4 Grilicas de las lunciones del Ejemplo 2.10. 

Una funcidn / : R — > R se dice que es periddica si verifica que existe un numero real T tal que 
f(x + T) = f(x), VxeDom /. 

Se llama periodo de la funcidn al valor T, mfnimo que verifica la condicidn anterior. 

■ Ejemplo 2.11 La funcidn f(x) = senx es una funcidn periddica dc periodo 27T. 

Se dice que una funcidn /:R-»R esti acotada superiormente en el intervalo [a; f>] cuando existe un 
numero M € R tal que es f(x) < M, Vx € [a; 6). En esle caso la grifica de la funcidn en el intervalo (a; 6) 
no puede superar los valores de la recta horizontal y = M. 

Se dice que una funcidn / : R R esti acotada inferiormente en el intervalo [a; 6) cuando existe un 
numero m e R tal que es f(x) > m, Vx e (a; b). En este caso la grifica de la funcidn en el intervalo (a; 6] 
esti por encima de la recta horizontal y = m. 

Cuando una funcidn esti acotada superior e inferiormente en el intervalo [a; 6) diremos que esti acotada 
en ese intervalo. En este caso la grifica de la funcidn esti comprendida enlre dos rectas horizontales para 
los valores x e [a; b\. 

■ Ejemplo 2.12 La funcidn f(x) = sen x esti acotada por 1 y -1 cuando se considera cualquier intervalo 
real. 


Se dice que una funcidn / : R —> R es estrictamente creciente en el intervalo [a; 6] cuando verilica que 
Vxi,i2 e (a; 6] tales que ii < 12, se tieneque f(ii) < f(x 2) y se dice es estrictamente decreciente en el 
intervalo [a; b\ cuando verifica que Vx ( , 12 € (a; 6] tales que si i| < X2, se liene que f(x\) > f(x-i). 

Si cambiamos las condiciones sobre las funciones por /(x 1) < /(x2) y /(x ( ) > /(x 2 ), respectiva- 
mente, tenemos el crecimiento y el decrecimiento en sentido amplio, se dice entonces que la funcidn es 
mondtona creciente o mondtona decreciente. Una funcidn constanle es mondtona creciente y mondtona 
decreciente, pero no es estrictamente creciente ni estrictamente decreciente. 
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Una funci6n / : R -► R se dice que es inyectivu si no loma nunca valorcs rcpelidos, es decir, si verifica 
quc 

Vxi,i 2 G Dom/:xi^x 2 => f( x i) J 1 f( x 2)- 
Como rcsulia inc6modo irabajar con desigualdades, es mejor ulilizar la condicidn cquivalcnte 
/(xi) = /(x 2 ) => Xl = x 2 . 

Si /(x) es una funci6n inyecliva, cada recta horizontal coriar4 a su grifica en un unico punto como 
mucho. 

■ Ejemplo 2.13 Las funciones /(x) = x 3 y /(x) = \fx son inycclivas en sus dominios. La funci6n 
/(x) = x 2 es inyectiva si nos restringimos al intervalo (0; +oo), pero no es inyecliva en todo R. 

En el caso en que /(x) sea una funci6n inyectiva exisle su funci6n inversa, que se representa por /" 1 (x) 
y es la unica funci6n quc transforma los clcmentos del rccorrido dc / en los del dominio, verifleando que 
tanto / of- 1 como f~' o / son la funci6n identidad, respcctivamentc en Im / y en Dorn /. La gr4ficade 
la funci6n inversa dc una dada cs simdtrica con dsta rcspccto dc la bisectriz del primer y tercer cuadrante. 

Para cl cdlculo de la funci6n inversa de una dada mediante una ccuaci6n en x e y, cs neccsario despejar 
x en funci6n de y e intercambiar las variables; esle intercambio se hace con el fin de que las dos funciones 
lo scan de x, y de esle modo pueden representarse a la vez. 

■ Ejemplo 2.14 Para hallar la inversa de la funci6n /(x) = 2x + 7, la escribimos primero como y = 
2x + 7, a continuci6n despejamos x, resultando x = ±(j/ - 7). Ahora intercambiamos los nombres de las 
variables cscribiendo y = |(x - 7). Ya tenemos la funcidn inversa de la dada, que es/ -1 (x) = i(x - 7). 
Cada una de eslas funciones puede representarse en el piano R 2 , asi obtenemos las rectas 2x + 7 y i (x - 7) 
quc scr£n simdtricas respecto de la recta de ecuaci6n y = x, que es la gr^fica de la funci6n identidad, como 
puede verse en la Figura 2.5. 



Figura 2.5 Representacidn de las funciones / y /’ 1 del Ejemplo 2.14. 


2.5. Funciones elementales y sus graficas _ 

Funciones constantes 

Una funci6n constantc es de la forma /(x) = c , siendo c cualquier numero real prefijado. Esta funcion 
transforma todos los numeros reales en el numero c, por lo que su dominio es R y su recomdo es {c}. 
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La grifica de estas funciones es siempre una recta horizontal, de ecuacidn y = c, como puede verse en 
la Figura 2.6. Casos especiales son aquellos en que es c = 0 y c = 1, que nos dan funciones que son el 
elcmento neulro de la suma y el neutro del producto de funciones. 



Funciones lineales 

Son las funciones de la forma f(x) = mx, siendo m una constante real no nula, y vcrilican que 
/(oil + 0X2) = a/(x i) + 0f(x 2 ). Esta funcidn tiene por dominio y por recorrido todos los numeros 
reales y su grtifica es una recta que pasa por cl origen de coordenadas y tiene pendiente igual a m. Si es 
m > 0 se trata de una funcidn estrictamentc creciente que aumenta rn unidades por cada unidad que crece 
x, mientras que si c es mcnor que 0, entonces la funcidn es estrictamentc decrecicnte. En la Figura 2.7 
puede obsevarse una de estas gr£ficas en el caso m > 0. El caso particular m = 1 corresponde a la bisectri/. 
de los cuadrantes primero y tercero, siendo la grtifica de la funcidn identidad en R. f(x) = x. 



Funciones aflnes 

Son funciones de la forma /(x) = mx + n donde rn, n € R y m / 0. Estas funciones tienen como 
dominio y recorrido todos los numeros realcs y su grffica es una recta, de ecuacidn y = mx -I n. que pasa 
por el punto (0, n) y tiene por pendiente rn. Esta grifica se puede obtener trasladando la de la funcidn lineal 
asociada /(x) = mx, mediante el vector (0, n ). El valor n se llama "ordenada en el origen”. En la Figura 
2.8 puede observarse una de estas rectas. Cualquicr ecuacidn de primer grado en x e y puede ponerse en la 
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forma Ax + By + C = 0, llamada ccuacidn general de la recta, y proporciona una funcirtn tuya grSftca e% 
una recta; los casos A = 0 y B = 0 corrcsponden a rcclas horizontales u vcrticalcs, rcspcclivamcnie. 



Funciones potenciales 

Son las funciones de la forma /(x) = x" siendo n un numcro natural. En el caso n = 1 sc liene una 
ccuaci6n dc primer grado, cuya grdfica cs una recta, y en los casos restantes tenemos curvas cuyo donunio 
cs R y cuyo rccorrido depende dc que n sea par o impar; en cl primer caso sc obticnen srilo valores positivos 
y cl rccorrido es [0; +oo) mientras que en el caso impar obtenemos como rccorrido tambiln R. En la Figura 
2.9 cstdn representadas las funciones potenciales corTespondientcs a los cinco primeros valores de n. 




Figura 2.9 Las funciones potenciales. 


La funcion de Dirichlet 


Esla funci6n esld definida por 


!(*) = 


0, si x € Q, 
1, si x £ Q. 


Su dominio son lodos los numeros reales, racionales e irracionales, pero su rccorrido esii formado por 
dos numeros {0,1}. Todos los racionales se transform an por la funci6n en 0. mientras que los irracionales 
sc transforman en 1. Su grdlica puede verse en la Figura 2.10. 
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-1 0 


Figure 2.10 La luncibn de Dirichiet. 


La funclbn slgno 

La funci6n signo esli dada por 


que exisle para lodos los numeros reales, siendo su rcconido cl conjunio {0,1, -1). La grilica dc c 
funci6n csli en la Figura 2.11. 


Figure 2.11 Grblica de ia luncibn signo. 


La funclbn valor absoluto 

Hsia funcibn sc deline del modo 


x, si x > 0, 
-x, si x < 0. 


Su dominio son lodos los numeros reales y su recorrido son sblo los numeros reales no negalivos. I j 
grilica de esla funcibn puede verse en la Figura 2.12. 
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La funcion parte entera 

Es(a funcidn (ransforma cada numero real cn cl numero entero que resulta al eliminar sus decimalcs 
con la condicidn de que dslos deben ser positivos. Su dominio son (odos los numeros reales y su recorrido 
son los enteros. Esta funcidn se rcprescnta por £[x) o por [x], Para calcular su grdfica recordamos que lodo 
numero real (icnc una parte entera y una parte decimal; si el numero es negativo podemos sumar 1 a su pane 
decimal para haccrla posiliva y restar 1 a su pane entera. Por ejemplo el numero -1,522 puede escribirse 
como 2,478, donde el signo mcnos colocado encima del 2 indica que le afecta s6lo a 6\ y que los decimates 
son positivos; la parte decimal de los numeros escritos de este modo se llama mantisa, y eliminando la 
mantisa qucda la parte entera o caracteristica. De este modo tenemos que £[0, 111] =0, £[1,302] = 1, 
£[2,999] = 2, mienlras que £[-0,111] = £[1,889] = -1, £[-1,545] = £[2,455] = -2. La grdfica, 
con forma de escalcra, puede verse en la Figura 2.13. 



Figure 2.13 Gr&lica de la luncidn parte entera. 


Las conicas 

Es conocido que las cdnicas son curvas del piano de una de estas cuatro clases: circunferencia, elipse, 
hipdrbola y parabola, que se pueden obtencr al cortar una superficie cdnica mediante un piano. Estas curvas 
no representan en general funciones rcalcs pero pueden descomponerse para obtener dos funciones. Nos 
limitarcmos a las mds sencillas: las tres primeras ccntradas en el origen y la pardbola de ejes paralelos a los 
ejes de coordcnadas. 

La ecuacidn de la circunferencia con cenlro en (0,0) y ra dio r es x 2 + y- = r 2 . Si despejamos y, con 
el tin de conseguir una funcidn explfcita de x, resulta y = ±%/r- - x' 2 , que no es una funcidn porque a un 
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valor de x le correspondent uno posilivo y otro negalivo. Pero podemos considerar dos funciones 

/i(x) = +Vr 2 -x 2 y / 2 (x) = -\/r 2 - x 2 , 

ambas con dominio en [—r;r), siendo sus recorridos respectivamente [0;? ] y |-r;0]. La grdfica de eslas 
dos funciones estd en la Figura 2.14. 



Una elipse centrada en el origen con semiejes a y 6, siendo a, 6 > 0, tiene por ecuacion candnica o 
reducida 



Si despejamos y obtenemos y = £ (±\/a 2 - x 2 ), que nos proporciona dos funciones, una es la que tiene 
por grdfica la parte superior de la elipse, y la otra la corTespondiente a la parte inferior. El dominio de ambas 
funciones es [-a; a] mientras que los recorridos son respectivamente [0; 6] y [—6; 0]. La grtca de estas 
funciones esti en la Figura 2.15. 



La ecuaci6n de la hiperbola centrada en el origen con semiejes a y 6, siendo a, 6 > 0, es cn forma 
can6nica 



Si despejamos y obtenemos y = £ (±Vx 2 - a 2 ), que nos proporciona dos funciones, una es la que tiene 
por grifica los dos trozos de la parte superior de la hipdrbola, y la otra la corTespondiente a la parte inferior. 
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El dominio de ambas funcioncs cs (— 00 ; —a) U (a; -l-oc) mieniras quc los recorridos son respcclivamcntc 
(0; + 00 ) y (- 00 ; 0). La grdlica dc esias funcioncs csli en la Figura 2.16. 



Flgura 2.16 La hipdrbola y las (unciones que proporciona. 


Las parabolas mds ulilizadas son las que lienen por ecuaci6n y = ax 2 + bx + c. con a. b. c numeros 
reales cualcsquicra, que son parabolas con ejc dc simelria vertical quc para cada valor de x proporcionan 
un unico valor dc y, por lo quc son funcioncs cuyo dominio cs R, y las parabolas de ecuaci6n y 2 = px. que 
lienen en vdrlice en el origcn y su cje de simelria cs cl cje dc abscisas. Despejando en esta ultima ecuacion 
obicnemos dos funcioncs y = + x /px e y = -^/px, siendo el dominio para ambas funciones el iniervalo 
[0; + 00 ) si es p > 0 y el iniervalo (- 00 ; 0] si es p < 0. Las grdficas de esias funciones pueden verse en la 
Figura 2.17. 




Figura 2.17 Grdficas de parabolas. 


Las funciones circulares o trigonometricas 

Las conocidas funciones seno, coseno y tangente surgen de las relaciones metricas en un iriangulo 
rccidngulo y son las llamadas funcioncs irigonomiiiricas dirccias. Las dos primeras esldn detinidas para 
lodo valor x real mieniras que la langenic, que es el cocienle enire el seno y el coseno, no estd detinida 
en los valorcs de x en que el coseno se anula. La raz6n por la cual la variable j- se loma en radianes. y 
no en grados como se enseiia a quicnes se inician en la irigonomelria, es porque de esle modo los valores 
angulares son acordcs con el sistema de numcraci6n empleado en los numeros reales. ObstJrvese que un 
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grado no son diez minutos ni un minulos son diez segundos, sin embargo un radian si que tiene 10 ddcimas 
de radian. 

Las grdficas de las funciones trigonomdtricas directas pueden recordarse en la Figura 2.18. 



Figure 2.18 Grdficas de las funciones lrigomomdtricas direclas. 


Las funciones trigonomdtricas verifican relaciones imponantes entre ellas, he aqui las mds importantes: 
Fundamentals: 


sen(x ± y) 
cos(x ± y ) 
tg(* ± y) 


sen x cos y ± cos x sen y, 
cos x cos y sen x sen y, 
tg x ± tgy 
l^tgxtgy' 


sen 2x = 2 sen x cos x, cos 2x = cos J x - si 


De arco mitad: 


X 1 1 - COS X X 1 1 + COS X 

2 V 2 2 V 2 

Las funciones irigonomdtricas recfprocas son menos utilizadas y se dcfinen por 

1 1 . 1 
sec x = -, cosec x =-, cotg x = -—. 


Kir-LI-JT 


Sus grdhcas pueden hallarse sin mds que considerar las de sen x, cos x y tg x e "invertirlas" con la tdcnica 
del punto a punto, que consisteen considerar en cada puntoxel valor inversode laordenada /(x), cs dccir 
jfej. Estas grdficas pueden verse en la Figura 2.19. 
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Figura 2.19 Gr&ficas de las funciones trigonometricas reciprocas. 



Flgura 2.20 Gr&licas de las funciones trigonometricas inversas. 


Las funciones trigonomdiricas inversas son las funciones inversas de ia funcidn sen x, cos x y tgx. 
Dado que estas funciones no son inycctivas en su dominio de deftnicidn, hemos de reslringir el dominio a 
un intervalocn que scan inyeclivas. Para ia funcidn y = senx se considerael intervalo [-£;§), donde es 
inycctiva y contiene el cero; su funcidn in versa es el arco seno de x . que representamos por arcsenx, su 
dominio es el intervalo [-1; 1) y su recorrido, el dominio considerado de ia funcidn seno. es [-§; §). Para 
la funcidn y = cos x no podcmos eiegir un intervalo que contenga al cero en su interior, por lo que se elige 
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[0; tt], donde es inyecliva y estriclamenle dccreciente; su funcidn inversa es cl a no coseno de x, delinido de 
[— 1; 1] en [0; tt] y tambi6n estriclamente dccreciente. Para la funcidn y = tg x se considera, igual que para 
la funcidn seno, el intervalo |-f; f ] donde es inyectiva y creciente; su funcidn inversa arctgx transforma 
R en ese intervalo. Las grificas de estas ires funciones esltin representadas en la Figura 2.20. 

Funciones exponenciales 

La funcidn cxponcncial de base a se define como f(x) = a 1 , con la condicidn de que sea a > 0. En el 
caso en que sea a = 1 se tratari de la funcidn constante f(x) = 1, y en otro caso su grifica depended de 
que seaO<a<loa>l.La grifica de esla funcidn puede verse en la Figura 2.21 para distintos valores 
de a, donde se observa la simetrfa de las funciones y = a 1 e y = (£) = o _x , ya que cada una de ellas 
toma para x el valor que la otra loma para -x. 



Se supone que el lector conoce que el numero e esti definido como el li'mite de la sucesidn {(1 + £)"}, 
es decir 

e = lim ^1 + ^ 

vdase la Seccidn 9.1. 

Funciones logaritmicas 

La funcidn logaritmica de base a, siendo a > 0 y a / 1, dada por /(x) = log 0 x, es aquella funcidn 
que a cada numero real positivo x le hace corresponder su logaritmo en base a. El logaritmo de un numero 
posilivo x es el exponente necesario, z, para que a z sea igual al numero x; es decir, logaritmo y exponente 
son t£rminos equivalcntes. Es necesario que la base de los logaritmos sea un numero positivo, a > 0, para 
que exista la funcidn exponencial, y asi las funciones exponencial y logaritmica son funciones inversas 
una de la otra y presentan grificas sim6tricas respeeto de la bisectriz del primero y tercer cuadrantes. Las 
gr&ficas de funciones logaritmicas de diferentes bases pueden verse en la Figura 2.22. 

Las propiedades mis importantes de la funcidn logaritmica, en cualquier base, son 

log a xy = log a x + log Q y, log Q ^ = log Q x - log a y, log a x" = n log Q x. 

Cuando no se escribe la base se entiende que son logaritmos en base 10 y cuando la base sea el numero 
e, llamados logaritmos neperianos, escribiremos In. En realidad no es necesario disponer de tablas o calcu- 
ladoras que nos den los logaritmos en todas las bases, basta con tener los logaritmos de los numcros en una 
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Figure 2.22 Gr£ficas de funciones logaritmicas 


base para poder lencrlos fdcilmenle en cualquier oira. Veamos c6mo cambiar las bases a y b. Si lenemos un 
numero i y queremos conocer la relaci6n entre sus logarilmos en dos bases disiintas a y b, sean 

log Q x = p, log 6 x = q. 


se tiene enionces que 


i = a” = 6". 

Tomando logarilmos en base a en la segunda igualdad de (2.1) lenemos 
V = log a b q =q log Q b = log 6 1 • log Q b. 


( 2 . 1 ) 


de donde, 

i og .* = = !2 &l£ 

S6 log a b log a b 


(2.2) 


es decir, “para calcular el logarilmo en base b de un numero basla dividir su logammo en base a entre el 
logaritmo en base a de 6”, por lo que podemos calcular logarilmos en base b con una labia de logarilmos en 
base a. 


Tambi£n al contrario, tomando logarilmos en base b en la segunda igualdad de (2.1) se tiene 


q = log 6 a p = p log 6 a = log Q i • log 6 a, 


de donde 


logfc x 
■og 6 a’ 


(2.3) 


es decir, podemos calcular logarilmos en base a con una labia de logarilmos en base b. Ademas, multipli- 
cando (2.2) y (2.3) y simplificando resulta, como era de esperar, que 


l°g a b- l°g 6 a = 1- 


= logio-r 
,0 8io 


Caso particular notable es que 



Capftulo 2 / Funciones reales • 37 


Funclones hiperbolicas 

La funciones hipcrbdlicas se dctincn basindosc en la funcidn cxponcncial, por 


shx 


e 1 - e 1 
2 


Estas funciones verifican relaciones anilogas a las funciones trigonomdlricas; entrc estas rclacioncs las mis 
sencillas son 

ch 2 x - sh 2 x = 1, thx = 1 - th 2 x = — 

chx ch 2 x 

Las grificas de las funciones hiperbdlicas pueden verse en la Figura 2.23. 




Flgura 2.23 Gr&ticas de las funciones hiperb6licas. 

Tambidn son interesantcs las funciones inversas de dstas, que se denominan argumento seno hiperboli- 
co. argumento coseno hiperbdlico y argumento tangente hiperbdlica y se represenlan por argsh x, arg ch x 
y arg th x. Sus grificas serin simitricas a las de las funciones hiperbdlicas; no hay problcma con la primcra 
y la ultima ya que son inyectivas, pero para el coseno hiperbdlico hemos de elegir la parte corrcspondiente 
a [0; +oo). Estas grificas estin en la Figura 2.24. 



Flgura 2.24 Grdficas de las funciones hiperb6licas inversas. 
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Problemas Resueltos 


I ► 2.1 H£llese el dominio y el recorrido de las funciones 
f(x) = 1 - n/x, 


9(x) = 


2 



RESOLUClbN. Para que exista la funcidn / debe sera; > 0, por loque Dom/ = [0; +oo). 

Para hallar el recorrido tenemosen cuentaque y/x tomarS lodos I os valoresdel intervalo [0; +oo), luego 
los valores de -y/x ser4n los del iniervalo (-oo; Oj y por lanto los de la funci6n / estar4n en (-oo; 1], es 
decir. 

Reef = (-oo; 1]. 

Para que la funcidn g esld definida es necesario que exista la raiz cuadrada y la no anulacidn del 
denominador, por lo que deber4 ser x 2 - 1 > 0 y x 2 - 1 ^ 0, es decir, x 2 - 1 > 0, por lo lanto x 2 > 1, lo 
queocurTesi es x € (-oo; -1) U (1; +oo). 

Para determinar el recorrido observamos que numerador y denominador son ambos posilivos, por lo 
que la funcidn lomarS valores positivos. Para valores de x muy prdximos a 1 o a —1, el denominador ser4 
muy grande y el cociente por lanto muy prdximo a cero; por el conirario valores de x con |x| muy grande 
har4n el cociente muy prdximo a cero, por lo que se tiene que 

Recg = (0; +oo). 


I ► 2.2 Deiermi'nese el dominio y el recorrido de la funcidn /(x) = -—p|. 

1 + |x| 

RESOLUClbN. Puesto que es |x| > 0 y 1 + |x| > 0, el denominador no se anula para ningun valor de x, y 
como |x| exisle para lodo valor real, se tiene que 

Dom / = R. 

Para hallar el recorrido tenemos en cuenta que si es x > 0, es 


1 + |x| 1 + X X - 

con lo que la funcidn vale 1 en x = 0 y disminuye al crecer x, aproxim^ndose lanto como queramos a —1, 
por lo que el recorrido para x > 0 es (-1; lj. Puesio que es | - x| = |x|, se tiene que /(-x) = /(x), es 
decir es una funcidn par. Y para x < 0 lomar4 valores en el mismo intervalo (-1; 1 j, por lo que 

Rec/ = (-1; 1). 


I ► 2.3 Dadas las funciones 

. / 


f(x) = 2x 3 - 


<j(x) = - 


calculese / + g y - 
9 

RESOLUClbN. Tenemos que 

(/ + g) (x) = /(x) + g(x) = 2x 3 - 4 + 

x 2 X 3 - 3 


«)< 


= 2x 5 (x 3 - 3) - 3(x 3 - 3) + (2 + x 2 )x 2 (2x 5 - 3)(x 3 - 3) + x 2 (2 + x 2 ) 

* 2 (* 3 - 3) “ x 2 (x 3 - 3) 

fix) = 2 ^ 3 ~ ?r = (x 3 - 3)(2x 5 - 3) 


= Six) 


x 2 (2 + x 2 ) 
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\ ► 2.4 Se consideran las funciones 


, f2-i, si x < 2, . f 5x + 9, si x < 3, 

/(X) = \ 5x - 9, si x > 2, S(X) = \ -2, si x > 3, 

h41lense f + gy f.g. 

RESOLUCI6N. Pueslo que los cambios de formula ocurTen en los punlos x = 2 y x = 3, considcramos 
las funciones en los iniervalos (-oo;2), (2; 3) y (3; +oo), y lenemos 

{ 2 - x, si x e (-oo; 2], 

5x - 9, si x e (2; 3), 

5x - 9, si x e (3; +oo), 

y enionces se tiene que 

(/ + 9) (x) = f(x) + g(x) = 

Por otra parte tambiOn 

(/ • g)(x) = f(x)g(x) = 

I ► 2.5 Dadas las funciones 

m = 5 

oblOnganse las siguientes funciones compuestas fog, go f y go g, y determi'nense sus dominios. 


f 

5x + 9, si x e (-oo;2], 

g(x) = l 

5x + 9, si x € (2; 3), 

-2, si x e (3; +oo), 

( 4x + 11, 

si x e (-oo; 2], 

= < 10x, 

six e (2;3), 

{ 5x - 11, 

si x e [3; +oo). 

(2 - x)(5x + 9), 

si X e (— oo; 2], 

25x 2 — 81, 

si x e (2; 3), 

-2(5x - 9), 

si x e (3; +oo). 

;• S(I) ‘ j 

- 1 , 


Resoluci6n. Por definition de funci6n compuesta se tiene que 

(/oj)(x) = f{g(x)) = / - 1^ = t + \ _ t = T =X. 

Por tanto fog es una funci6n identidad, pero hemos de determinar su domino. Pueslo que g no esid delinida 
en x = 0, esie punto no pertenecerd al dominio de la composici6n. Tampoco perteneccrdn los valores dc x 
que se transformen por g en -1, que no pertenece al dominio de /, estos posibles valores saldrdn de hacer 
g(x) = -1, es decir j - 1 = -1, de donde se tiene que deberia ser ^ = 0, lo que no es posible. Por tanto 

Dom (/ o p) = R - {0} y /op=id R _ {0) , 

es decir, salvo en el punto x = 0, la funci6n / o g es la identidad. 

La composition go f resulta ser tambiOn 

(9°f)(x) = 9{f(x)) = -JZ ~ 1 = 1 + x “ 1 =x, 

es decir, tambiOn es la funci6n identidad salvo en los puntos que no pcrienezcan al dominio de g o f. 
fistos serdn por una parte el punto x = -1, al que no puede aplicarse la funci6n /, y los puntos x que se 
transformen por / en 0, ya que no esl4n en el dominio de g. Como = 0 no tiene solution, serd 

Dom(p o /) = R - {1} y po/=id R _ {1) . 
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La funci6n goges 

(s°s)(*) = 9(9<*» £ T^F £ = T=7- 

Esia funcidn no esld definida cn x = 0, en donde no estd definida g , ni en los puntos que se transformen 
por g en 0, es decir, los que verifican - 1 = 0, lo que ocurre para x = 1, por tanto 

Dom (gog) = R - {0,1}. 



RESOLUClbN. Redefinimos los intervalos de de(inici6n de g que es la primera funcidn que se aplica, 
segun que g(x) sea g( x) < 0 o g(x) > 0. 

Como 

1 — 2x < 0 =► —2x < —1 =► i>-, 

2 

1 — 2x > 0 => —2x > —1 => x<~, 

~ 2 

y como 


1 +x < 0 =► x < -1, 

1 +x > 0 =► x > -1, 

(enemos que la funci6n g puede escribirse como 

x < 1 y x > (siendo 1 - 2x < 0), 

x< lyx< (siendo 1 - 2x > 0), 

x > 1 y x < - 1 , (siendo 1 + x < 0), 

x > 1 y x > -1, (siendo 1 + x > 0), 

dado que la (ercera posibilidad es imposible, reordenando queda 

{ 1 — 2x, six<i, (siendo 1 - 2x > 0), 
l-2x, si j < x < 1, (siendo 1 - 2x < 0), 

1+x, si x > 1, (siendo 1 + x > 0), 

por tamo la composici6n es 

{ /(l-2x) = l-(l-2x) = 2x, si x < i, 

/(I - 2x) = (1 - 2x) 2 , si i < x < 1, 

/(I + x) = 1 — (1 + x) = -i, si x > 1. 






4 .. 

► i.7 A— Mr— la partdad «k hi 


/(aj-aana*, p(a) - |a|(a ♦ 1) J 


RUOLUCldM. P— vcr ai / aa par o npar. hall—a /(-a) y tmulm 

/<-a)-aan(-a) J -aM»a J -/<a). 

porloque/eauaafiiacidapar. 

Mmoki ahora li fuacida p : 

p(-r) - | - a|(-a ♦ 1) J - |a|(-a ♦ 1) J - \x\(x* -2r+l). 

El raw dado obteaidDao coincide coap(a), par lo qua mm iim fuaetdapor. hro la wp rrn t oia e td r cw 
-g(x) - -\x\(x ♦ l) J - |*|(-(*» +2a ♦ I)) - \x\(-x> - 2a - I). 
par lo qua la fbacMa g no aa par aHmpar. 


I ► 2.« Prudbaae qoa loda feacMa aa puada oacriMr cooio ao— da uaa ruaerta par y u 
RMOLUCIOn. BaaU daa c o m pon ar la faacida comp «— dt la» faactoaca 
/(■*) - 5 [/(■») ♦ /(-*)) ♦ - /( •»)] 

Laprimandatacualeaeapar puea. cambiando a por -a.qoeda 




5 (/(-■») ♦/(-<-*»! - J [/(-•») ♦ /(*)! - jl/U) ♦ /(-•*)] 

tnpv.ya^n 

£[/(-*) -/(-(-•»))! - J[/(-•»)-/U)| - Jl/u) -/( *)] 


RlMiUClON. Data— *ar tuna DMaanoMa /(-a) - /(a) y /( a)- /(a). Va * Dun /. pur k> qwe 

mmM qua varlAcar /(a) - -/(a), aa dacir. 2/(a) - 0, da doada /(a) « 0, Va « Don / Port—ola 
faactda aula aa la Mn taactda qae aa a la vaa p* a Mnpar. y qua par efo an plica bear ta w earle raapartn 
dal aja da crdaaadaa y tiammim raapocto dal artpoa. 


a) /(a) - (ft > 2a 4 ) r , b) «<a) 


2a J . at a > 0. 
3 **. ata < 0 


MttUICtfll. a> Da la ibaar aetda da la filrai I «paa dedat la Ibacala aa dad—.par la fcacida «» p«. 


portoqpMi 
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b) Para valores x > 0 la funci6n <j(x) = -2x 2 es inyccliva (omando valorcs cn ( —oc; 0). Para valorcs 
x < 0 la funci6n vale g(x) = 3 - x 3 , quc lambidn es inyccliva y los valores que loma cuando es x -r 0 
esidn en el intervalo (3; +oo). Al esiar la funcidndefinida en dos trozos y ser inyccliva cn cada uno dccllos, 
no conicnicndo ningun valor que estd en ambos rccorridos, como pucdc verse en la Figura 2.25, podemos 
asegurar que la funci6n g es inyccliva, siendo 

Rec<y = (—oo; 0] U (3; +oo). 

Dcspcjando en ambos trozos, se liene 



Esla funcibn no esid delinida en (0; 3] ya que eslos punlos no pertenccen a Rec g. 



2.11 Dibujese la grdfica de la funci6n /(x) = senx + |senx|. 

RESOLUCI6N. A partir de la conocida grdfica de la sinusoide, conslruimos la grafica de la funci6n | sen x| 
sin mds que cambiar los valorcs negalivos de la funci6n a posilivos, como vemos en la Figura 2.26 



Figura 2.26 
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ahora ba.Ua sumar ambas grificas con la ticnica del punto a pumo sin mis que dibujarlas juntas, viase la 
Figura 2.27, 



Flgura 2.27 


resullando que es 

fU) 

Otro mitodo: Como es 


2 mix, si x G [2kir\(2k f |)ir], A; e Z, 
0, si x G [(2A; - 1)t; 2kit\, k € Z. 


|mix| = mix, si x G [2*tt; (2* + |)x], * € Z, y 

|mix| = -mix, si x G [(2A; - l)7r;2A;7r], A: e Z, 

sc obliene para /(x) - sen x + | mi x| la expresidn dada antcriormente. 


!► 2.12 Dibujese la grifica de la Iunci6n }(x) - sig(2x‘ - lHx). 

RESOLUCI6n. Como la Iunci6n y = 2x 3 - 18x = 2x(x + 3)(x 3) se anulaen -3. 0 y 3, y cs 

■ positive en (— 3;0) U (3; +oo) y 

■ negative en (-oo; -3) U (0;3), 

resulla que la grifica de la funcidn signo de y es la de la Figura 2.28. 


r 


Figura 2.28 Grifica da la Iuncl6n/(x) HigfZr ' 1 ihx). 


Problemas Propuestos 


2.1 Hillesc el dominio de las funcioncs 


2x 

4(x 1) x J ' 


y(-r) 


x 3 


/(■r) = 
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2.2 Delcrmfnese cl dominiodc la funcidn /(x) - ar<:w:n (In 

2.3 Dadas las funcioncs 

f(x) = 2x 3 -^, U(*)- 

calculcsc g - f y g ■ f. 

2.4 Sc considcran las funcioncs 


Hdllcnsc h - g y y/h. 

2.5 Dadas las funcioncs 


1 - x 2 , si x > 0, 


2x 


si x " 2, 
si x ^ 2. 


hdllcnsc las composicioncs h o g, g o h y g o g y sus dominios. 
2.6 Sc considcran las funcioncs 

si x < 0, 


S(x) = { 


1 - x, si x > 0, 


9(x) 


_ r i - 2x, 

~ \ 1 +x, 


Delcrmfnese la funci6n go f. 

2.7 Delcrmfnese si las funcioncs siguientes son pares o imparcs 


/(x) = cos(-3x), g(x) = - 


2.8 Prudbese que cl producto de dos funcioncs impares es una funci6n par. 

2.9 Dcmudslrcsc que cl producto de una funci6n par por una impar es una funci6n impar. 

2.10 Determfnese si las siguientes funcioncs son inyectivas. En caso afirmativo, hillese su inversa. 

a)/(x) = cos3x, b)g(x)=3x + 2. 


2.11 Dibujese lagrdlicade la funci6n f(x) = |x 2 - 5x + 6|. 

2.12 Dibujese lagrdftcadc la funci6n f(x) = max{x 2 + x - 2, -x 2 - 3x}. 




limites y continuidad 


En este capltulo... 

3.1 Limites de (unciones 

3.2 Limites laterales 

3.3 Continuidad en un punto 

3.4 Teoremas sobre (unciones continuas 

3.5 Continuidad unilorme 
Problemas resueltos 
Problemas propuestos 
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3.1. LImites de funciones 

Deflnlclbn de limite 

Vamos a comenzar esludiando la funci6n 


quc no csl4 dcfinida cn cl punio x = 1 ya quc sc anula cl dcnominador. 

Calculcmos valorcs dc la funcidn cn punlos prdximos a x = 1 y para ello consiruimos la siguienle 
(abla: 


X 

fix) 

0,9 

0,475 

1,1 

0,525 

0,99 

0,4975 

1,01 

0,5025 

0,999 

0,49975 

1,001 

0,50075 


A visia dc la labia pucdcn haccrsc ires imporlanics obscrvacioncs: 

1. Cuando x loma valorcs prdximos 1, la funcidn f(x) loma valorcs pr6ximos a ^. 

2. Cuanio mds proximo cs x a 1, mds lo cs f(x) a i. 

3. Podcmos accrcarnos con /(x) lanlo comoqucramos a i. cligicndox convenienlcmenle proximo a 1. 

Con esias (res considcracioncs sc nos mucsira cl accrcamicnio de la funcidn a su limile cuando la 
variable liende al punio 1. For vcrificarsc la lercera, diremos quc i es cl limile de la funcidn cuando x liende 
a 1. Esdccir, i csd limile dc f(x), cuando x se acerca a 1, si para cualquier valor e, posilivoy pequeiioque 
se considcre, por ejemplo e = 0,0000001, siempre podemos encontrar valores x, suficieniemenie proximos 
a 1 pero dislinios de 1, de modo quc sea 

Con csle andlisis se propicia la dclinicion formal de limile: 

Se dice quc la funcidn / licnc limile L cuando x liende al valor a, si para cada £ > 0. exisle un 6 > 0 lal 
quc para los x quc vcrilican 0 < |x - u| < <5 se licne que |/(x) - L\ < £. 

Abrcviadamenlc podemos cscribir 

lim /(x) = L cuando Ve > 0, 3d > 0 lal que si es 0 < |x - n| < 5 se liene |/(x) - L\ < £. 


La dclinicion dada sc escribe en forma equivalent empleando iniervalos en la forma: 

Jim f(x) = L cuando V£ > 0, 3d' > 0 : x G (a -i;a + i)yr/a entonces /(x) 6 (L - f: L + £). 


eomo puede verse en la Figura 3.1. 
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Observcmos que el viler tkl llmile es indcpcndicnic tkl viler tie la funcibn en el punlo. y que cn 
fencnl el valor de 6 tkpende tkl e ckgido y tfel punlo a conaktemle. 


Las principaks propiedatks del llmile tk una funcidn sun las siguicnles: 

1. El llmile de una funcibn cn un punlo. si exisle, es ilnico. es deeir, 

lim /(x) = L| y lim/(x) = La enlonccs se verities que L\ = Lj. 

2. Si lim, /(x) = L\ y lim, _, 0 j(x) = La, enlonccs se verifies que 

a) lim«_^[/(x) + j/(x)| = L| + L 3 
ft) lim,_«(o/(x)| = qLi, a € R 

c) lim,_.[/(x)9(x)| = L.La 

d) lim, -, a = jfj t si La ^ 0 

r)lbn,^^ = ^, siLa?<0. 

3. Priocipio tk inicrcalaci6n (o tkl sandwich): Si Vx € (a; ft) es f\ (x) < /(x) < /a(x) y 

jim/i(x) = jim/a(x) = L y c€ ( a.b ), 
enlonccs lim,_ c /(x) - L. 

4. Si / y g son funcioncs tales que en un enlomo del punlo a venlican /(x) - g(x), salvo cn el punlo u, 
tk forma que cxistc lim,_, 0 /(x) = L, en esias condiciones tambiln exisle lim,_, 0 y(x) y sc verifica 
que lim,_, a g(x) = lim,_, a f(x) = L. 


■ Ejemplo 3.1 Las funcioncs /(x) = x + I y g(x) = ^ loman los mismos valores en un enlomo 

reducidodel punlo x = I y comoes lim,_i /(x) - 2, tambttnes lim,_,i g(x) = 2. 

£sio es lo que ocurre cuando se efcctiia en forma dirccla el c&lculo del llmile 


■1 x - 1 x-*i x - 1 


= lim(x + 1) = 2. 


Lo que no es seguro es si, en estos cilculos, lodos los usuarios perciben la propiedad aplicuda. 
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3.2. LiMITES LATERALES _ 

Limites laterales 

En la definici6n de limite tomamos valores de x pr6ximos al valor a en ambos lados de a. Pucde ocurrir 
que el limite exista a condici6n de que tomemos valores de x pr6ximos pero s6lo a un lado del punto a, esla 
idea nos lleva a los limites laterales. 

Diremos que el limite de la funci6n f(x) cuando x tiende al punto a por la izquierda es L, y escribimos 
lim^-^a- f(x) = L, cuando 

Ve > 0,3<5 > 0 : 0 < \x - a| < 6 y x < a entonces |/(x) - L\ < e, 

y diremos que el limite de la funci6n f(x) cuando x tiende al punto a por la derecha es L, y escribimos 
lim I _,„+ f(x) = L, cuando 

Ve > 0,3<5 > 0 : 0 < |x - a| < <5 y x > a entonces |/(x) - L\ < e. 


Se verifica trivialmente que para la existencia de limite de una funci6n en un punto han de existir los 
limites laterales y coincidir, es decir. 


{ 3lim,_„-/(i) =Li, 
3lim x _, a + f(x) - L 2 , 
L, =L 2 . 


■ Ejemplo 3.2 La funci6n 


f(x) 


2, si x < 1, 

3, si i > 1, 


posee en el punto x = 1 limite por la izquierda, que vale 2, limite por la derecha, que vale 3, pero al no 
coincidir estos valores la funci6n no tiene limite en ese punto. 


Limites infinitos y limites en el infinito 

Sea la recta real ampliada, R U {-oo,+oo}, por definici6n el limite de una funci6n en un punto es 
+oo, cuando 

VM > 0, 3<5 > 0 : 0 < |i - a| < <5 tal que f(x) > M , 

y se escribe 

lim f(x) = +oo, 

es decir, para cada valor de M, que podamos elegir, los valores de f(x) lo superardn si elegimos x conve- 
nicntemente cere a de a. Por definici6n el limite, cuando x tiende a a, es — oo cuando 

Vm < 0,3<5 > 0 : 0 < |x — a| < <5 tal que f(x) < m, 

siendo la funci6n menor que cualquier valor m, negativo, elegido. 

Estos dos valores pueden ser tambidn limites laterales, del modo 


lim f(x) = +oo s 

lim ( f(x) = +oo s 

lim f(x) = -oo s 

lim /(x) = +oo s 


VM >0, 3<5>0:0<|x-a|<<5yx<a 
VM >0, 3<5>0:0<|x-a|<<5yx>a 
Vm <0,3<5>0:0<|x-a| < 6 y x < a 
'ini <0, 3<5>0:0<|x — a|<<5yx>a 


=> f(x) > M, 
=> f(x) > M, 
=> f(x) < m, 
=> f(x) < m. 
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Tambidn podemos acercarnos a los punlos +oo y -oo con valores de x, aunque podemos hacerlo por 
un lado, y el resullado podria ser finilo o infinito; lenemos los siguientes limites 

/(x) = L cuando Ve > 0, 3K > 0 : x > K => |/(x) - L\ < e, 

jim^/(x) = L cuando Ve > 0, 3k < 0 : x < k => |/(x) - L\ < e, 

Jim /(x) =+oo cuando VM > 0, 3K > 0 : x > K => f(x)>M, 

lim /(x) =+oo cuando VM > 0, 3k < 0 : x < k => f(x)>M , 

]im^/(x) = -oo cuando Vm < 0, 3K > 0 : x > K => /(x) < m, 

lim /(x) = -oo cuando Vm < 0, < 0 : x < fc => /(x) < m. 


Indeterminaciones. Calculo de limites 

En el calculo de limites pueden presentarse indeterminaciones, es decir, situaciones en las cuales el 
limite no se obtiene mediante las operaciones elementales necesitando un proccso espccifico que nos calcule 
el limite o nos mueslre su inexistencia. 

Aparte de la indeterminacidn de la forma [|] , con k / 0, que obliga a hallar los limites laterales para 
decidir la existencia o no del limite, existen siete indeterminaciones mils, que se representan simbdlicamente 
como 

|i°T 

Se supone al lector familiarizado con el cdlculo de limites pero veremos algunos ejemplos. El tipo de 
indeterminacidn se indicard con un corchete. Debe entenderse que 6sle no es el resullado del cdlculo sino 
una forma de indicar la indeterminacidn de que se trata, lo que nos sirve para ver cl camino a seguir. 


[§] • [^]- loo-oo]. |0 • oo], [0°], [oo°] 


■ Ejemplo 3.3 El limite 

i- 5 0 n 

i!S2^5 = «=° 

no presenta indeterminacidn. 

■ Ejemplo 3.4 El limite siguiente es indeterminadode la forma [g] y lo calculamos asi: 


. 2(x - 2) 

2 (x - 2)(x + 3) ' 


Donde se ha procedido a simplificar la expresidn entre x - 2, ya que numerador y denominador son poli- 
nomios multiplos de x - 2, al tener ambos el valor x = 2 como raiz. 


■ Ejemplo 3.5 El limite lim ^ presenta una indeterminacidn del tipo [g] y si simplilicamos numerador 
y denominador como en el ejemplo anterior, resulia 



es decir, tenemos olra indeterminacidn. 6sia se resuelve hallando los limites laterales, que son 



por lo que el limite pedido no existe. 
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m Ejemplo 3.6 El Ifmile lim ^. ^4 P rcscnU * una indctcrminacidn [^] quest rcsuclvcdividien- 

do numerador y dcnominador cnlrc la polcncia mayor del denominador, es decir por x\ 


Si hubidsemos dividido cnlrc la polcncia mayor del numerador, que cs x 2 , nos habri'a quedado una indeler- 
minacidn del lipo [|] , lo que nos habrfa obligado a calcular los h'miies lateralcs. 


I Ejemplo 3.7 Para hallar cl Ifmile 


v/xTT - y/x 


mulliplicamos numerador y denominador dc la fraccidn por la expresidn conjugada del dcnominador. que 
cs la que origina la indelcrminacidn, oblcniendo 

2 (v/xTT + y/x) 


r + 1 — y/x 


-*+oo (x+l)-X 


(y/x + 1 - y/x) (y/x + 1 + y/x) 

= lim 2(+ 


3.3. CONTINUIDAD EN UN PUNTO _ 

Sc dice que una funcidn cs coniinua en un punlo cuando la funcidn esli definida en el punlo, ex isle el 
Ifmile de la funcidn en ese punlo y ambos valores coindicen, es decir, 

( D3/(a) 

/ es coniinua cn a cuando < 2) 3 limx-ja f(x) 

{ 3) lim Ma /(x)=/(a). 

Esla definicidn puede cscribirse dc forma similar a la definicidn e - & de Ifmile del modo: 

/cs coniinua cn a cuando Ve > 0, 3<5 > 0 (al que si |x - a| < <5 enlonces |/(x) -/(a)| < f. 

Una funcidn cs coniinua por la izquierda en el punlo a si exislc cl valor /(a) y coincide con el Ifmile 
por la izquierda. Del mismo modo una funcidn es coniinua por la derecha en a si el valor /(a) coincide con 
cl Ifmile por la derecha. Es claro que 

/ es coniinua en o cuando / es coniinua por la izquierda y por la derecha en a. 

La funcioncs coniinuas (icnen unas propiedades andlogas a las de los Ifmiles, que enunciamos a conli- 
nuacidn: 

Si / y g son coniinuas en a, enlonces sc liene que 
• • / + <7 cs coniinua cn a, 

2. / • g es coniinua en a, 

3. af cs coniinua en o, siendo a 6 R, 

4. | cs coniinua cn a, si es g(a) / 0, 

5. £ es coniinua en o, si cs g(a) / 0. 

Se verifica adeinds una propiedad para la composicidn de funciones coniinuas: Si / es coniinua en a y 
g cs coniinua en b = f(a ), enlonces la funcidn go f es coniinua en a. 
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Discontinuidades 

Cuando una funci6n no cumple alguna dc las tres condiciones de la delinici6n en un punto a, sc dice 
quc la funci6n es discontinua en ese punto. 

Dircmos que la discontinuidad en cl punto es evitable si cl limitc y cl valor dc la funcion no coincidcn 
o bicn la funci6n no estd dcfinida cxistiendo el limitc. En estc caso la funci6n pucdc rcdcftnirse cn el punto 
de modo quc coincidan y sc dice que la discontinuidad en el punto sc ha evitado. Es evidente que la nueva 
funcidn s6!o dificre dc la funci6n dada en un punto. 

La discontinuidad se dice de salto cuando no existe li'mile, cxistiendo los Ifmitcs lateralcs. El salto 
puede ser finilo, cuando ambos h'mites lalerales son finilos, o infinilo, cn cuanto uno dc ellos lo sea. 

La discontinuidad cn cl punto se dice que es esencial cuando uno o ambos Ifmiles lalerales no exisla. 


3.4. Teoremas sobre funciones continuas _ 

Tiene especial interns por sus numerosas aplicacioncs el csludio de la continuidad de una funci6n en un 
conjunlo y, sobre lodo, cuando el conjunto es un intervalo. Si sc trata de un intcrvalo abierto la dclinici6n 
es 

/ es continua en (a; b) cuando Vx G (a; b) : / cs conlinua cn x. 

Pero si se trata de un intervalo ccrTado sc dice quc 

( /es conlinua en (a;l>), 

f cs continua por la dcrccha cn a, 
f cs continua por la izquierda cn b. 

Las razoncs de csla definicidn son, por una parte, la intuici6n dc quc al dibujar su grdlica desde cl punto 
(a, /(a)) hasta ( b , f{b)) no lendremos quc levantar el I6piz del papel, es decir, que la podremos hacer dc 
un trazo simple, y por otro lado. los importantes teoremas quc de clla sc dcrivardn. 

■ Ejemplo 3.8 La funci6n f(x) = v/4 - x 2 es continua cn [-2; 2], cs deeir, cn lodo su doininio dc 
definici6n. 

En el caso en que lengamos funciones definidas en intcrvalos semiabicrlos o funciones quc cstdn dclini- 
das cn uniones de intcrvalos, sc alcnderd al mismo critcrio, cs decir, cn los punlos frontcra quc pcrtcnczcan 
al conjunlo sc exigird continuidad lateral. En cl caso de quc la funci6n esuS dclinida cn algun punto aislado, 
no hay forma de acercarse a 61 tomando valorcs del dominio, sc convicnc quc la funci6n ser6 conlinua cn 
61. 

■ Ejemplo 3.9 Toda funci6n definida en [2; 3) U {4} es conlinua en 4, ser4 conlinua cn 2 cuando tenga 
continuidad por la derechay cn los puntos del intervalo (2; 3) si sc vcrilican las condiciones dc continuidad. 

Propiedades locales de funciones continuas 

■ Propiedad de conservacidn del signo Si f es continua en a y ademds 
I. es f(a) > 0, entonces 3«5 > 0 tal que es f(x) > 0, Vx G (a - S\a + <S), 

2. es f(a) < 0, entoncesSS > 0 tal que es f(x) < 0,Vx G (« <5;« +d). 

Esta propiedad alirma que si una funci6n cs conlinua y posiliva cn un punto, cs tainbidn posiliva cn un 
intervalo que conlienc a esc punto, y anilogamcnle si la funci6n cs negativa en cl punto. 

■ Propiedad de acotacidn local Si f es continua en el punto a entonces existe un numero 6 > 0 tal que 
f es acotada en el intervalo (a - <5; a + <5). 

Esta propiedad afirma que toda funci6n quc cs conlinua cn un punto cstd acotada cn un entorno del 
mismo. 
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Los teoremas fundamentales de las funciones continuas 

■ Teorema (de la acotacion de Weierstrass) Si f es continue! en [a; bj, entonces / estd acotada superior 
e inferiormente en [a; bj. 

Por lanio, por el hccho de ser conlinua en un iniervalo ccrrado la funcidn est£ acoiada. 

■ Teorema (del m£ximo y el mlnimo de Weierstrass) Si f es conlinua en [a; b\, entonces exisle un 
valor x 0 € [a; 6) tal que f (x 0 ) > /(x), Vx € [a; 6] y tambidn exisle olro valor x\ € [a; 6] lal que f(x \) < 
/(x),Vx€|a;6|. 

Es deeir, cxislcn puntos en cl intcrvalo en los que la funcidn loma su valor m£ximo y su valor minimo; 
el miximo se alcanza al mcnos para un valor xo y el minimo al mcnos para un valor x t . 

■ Teorema (de Bolzano) Si / es conlinua en [a; 6) y /(a) • f(b) < 0, entonces exisle al menos un 
a € (a; b) lal que f(a) = 0. 

Este teorema afirma que si una funcidn continua en el iniervalo [a; b\ loma valores de signo conlrario 
en los exlremos del mismo, entonces nccesariamcntc corta al eje de abscisas en algun punio a del iniervalo, 
como puede observarsc en la Figura 3.2. 



Figura 3.2 Interpretacion del teorema de Bolzano 

Eslc teorema presenta la utilidad de separar ccros de una funcidn continua, ya que si esla cambia de 
signo en dos punlos, ticnc un cero siluado cnlrc csos punlos. 

■ Teorema (de los valores intermedios de Darboux) Si f es continua en [a; 6) y f(x Q ) < h < /(x,), 
x 0 ,xi € (a; /j], entonces exisle a I menos un a € (x 0 ;xi) tal que f(a) = h. 



Figura 3.3 Interprelacidn del teorema de los valores intermedios 
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Es decir, por el hecho de ser conlinua, la funcidn loma lodos los valores in termed i os entre dos valores 
dados /(x o) y /(x 1). Como consccueneia de eslc leorema, la funcidn recorre lodos los valores entre el 
nu'nimo y el m4ximo de la funcidn en el inlervalo, es decir, para cualquier valor c que elijamos cnlrc 
in y M , siendo dslos el mfnimo y el m&xirno de la funcidn / conlinua, exisle un punlo x que sc transforma 
en c. es decir, la funcidn rccorTe lodos los valores imermedios entre m y M. 

■ Propiedades que se conservan por inversidn 

/. Si f es conlinua e inyecliva en [a; 6] entonces f es esiriciamenie creciente o decreciente en [a; 6]. 

2. Si f es conlinua y esiriciamenie creciente o decreciente en [a; 6] entonces es inyecliva. 

3. Si f es conlinua en [a; 6] entonces 

es inyecliva o es esiriciamenie creciente o decreciente. 

4. Si f es conlinua e inyecliva en [a; 6], su funcidn inversa f~ l es tambiin conlinua e inyecliva. Ademds, si 
f es esiriciamenie creciente, f~ l tambiin es esiriciamenie creciente y si f es esiriciamenie decreciente, 
f ~ 1 tambiin es esiriciamenie decreciente. 

3.5. Continuidad uniforme_ 


Se dice que una funcidn / es uniformemente conlinua en un conjunto D C R si para lodo e > 0 exislc 
S > 0 lal que si x, x' € D y |x - x'| < <5, entonces |/(x) - /(x')| < e. 

Esta definition casi andloga a la definition de continuidad en un punto se difercncia de aquclla en que 
ahora S depende de e, pero no depende del punlo x o x' del inlervalo. 

■ I^jemplo 3.10 La funcidn /(x) = x es uniformemente conlinua en cualquier inlervalo [a; b], pues basta 
elegir 6 = e, independienlemente del punto x € [a; 6] considerado. 

■ Ejemplo 3.11 La funcidn /(x) = -p no es uniformemente conlinua en (—2; 0), ya que no podemos 
encontrar S independiente del punto, porque la pendiente crece indefinidamenle a medida que nos acercamos 
al punlo 0. 

Se verifica trivialmenle que 

/ uniformemente conlinua en D => / conlinua en D. 

Sin embargo, el reciproco no es cierto en general, como se deduce del Ejemplo 3.11 en que la funcidn 
/ es conlinua en el inlervalo abierto considerado. Mientras en cl caso de intcrvalos ccrrado si es vdlido cl 
reciproco, como nos dice el siguiente leorema. 

■ Teorema (de continuidad uniforme) Si f es cominua en [a; b], entonces es uniformemente conlinua 
en [a; b|. 


Problemas Resueltos 


I ► 3.1 


Detemu'nense 


a) 


x 3 + 
(x-1) 2 ’ 


b) 


lim 


x(x + 1) 
3x 2 


lim 


x 3 + 1 
(x - l) 2 


RESOLUCI6N. a) Tenemos que 
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por lo que debemos calcular los Ifmiles latcrales: 

x 3 + 1 
(x-1) 2 

r x3 + 1 2 2 4.™ 

Jir ornp= if? = o* = +o °- 

al ser ambos iguales, el li'mile pedido exisle y vale +oo. 

b) Esie li'mile presenla una indelerminaci6n de la forma [§] y simplificando lenemos 

x(x + l) fOl x + 1 I'll 

J!?.—53-[oj - iia "3i- = loj • 

hallando los limites laterales resulta que el li'mile pedido no exisle, pues 

x+1 1 ..i + l 1 

lim -= — = +oo y lim —— = — = -oo. 

x-»o+ 3x 0+ i-»o- 3x 0" 


► 3.2 Deiermfnense los limites 


4 — x 3 

a) lim —z —b) lim 


1 - x 2 " 


RESOLUCI6N. a) Dividiendo numerador y denominador por x 2 , potencia mayor del denominador, 

.. 4 — x 3 rooi 4 - fy .. _0 ° 

lim —z —- =— = lim -£-= lim f-r- = —— = -oo. 

i-H-oox2-1 LooJ i-H-oo 4 _ Jy j-H-oo 1 - 4f 1 


I ► 3.3 Calculense los Ifmiles 


a) Hm (x - y/x 2 + 2xj , b) 


lim . . . 


Resoluci6n. a) 


r ( / 2 i o \ i i -. (x y/x 1 + 2x) (x + y/x 2 + 2x) 

lim (x — v x 2 + 2x) = oo - oo = lim -- [ \ -- 

x^+ooV ) X-M-OO X + y/x 2 + 2l 


= |im 
= lim 


2 - ( y/x i + 2x) 2 _ x 2 - (x 2 + 2x) 

' *> x + y/x 2 + 2x 


x + y/x 2 + 2x 
-2x 


= lim 


-2 = -2 = -2 = _ 
> i + J\ + - 1 + 2 
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I 4x 2 / 4 fl 


donde en la primera igualdad, al introducir el tdrmino 2x dentro de la raiz, hemos colocado un signo menus 
delante, ya que los valores de la funcidn dada son negativos, por lo que hemos de elegir esla opcidn en la 


► 3.4 Hillense los lfmites 


RESOLUCI6N. a) Como 


salvaremos la indelerminacidn quilando el valor absoluto. Si x > 1, es |x - 1| = x - 1, mientras que si 
x < 1, es |x - 1| = —(x - 1), por tanto los limiles lalerales son 


por lo que el lfmite no exisle. 

b) Para hallar este lfmite lateral lenemos en cuenta que si x < 3, es |x - 3| = -(x - 3), por tanto 

lim ( -—-= [oo - oo] = lim ( ——^——-= lim — %- = --- = +oo 

i-* 3 -V|x- 3| x - 3/ x-* 3 -V-(x- 3) x - 3/ *->3 x-3 0“ 


v/x + 9-3 fOl 

multiplicamos numerador y denominador por la expresidn conjugada del numerador y por la expresidn 
conjugada del denominador: 

lim - [21 - lim + 

loj .-•( % ^+l-2)( % ^T5 + 3)(^FT4 + 2) 

(x + 9 - 9) (VT+4 + 2) x (^x + 4 + 2) fOl 

= lim- ) , -f = lim ; = - 

x-*o (x + 4 - 4) (v/x + 9 + 3) i-*oi(v/F+9 + 3) L°J 

= lim ^~ 4 + 2 = V^ + 2 = 4 = 2 
x'-^o^FTg + .i v^9 + 3 6 3' 
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RES0LUCI6N. En este limite tenemos una indeterminaci6n del tipo [g] pero dividiendo en numerador y 
denominador entre Vx 2 + 1 queda 



los punlosi = -1 y x = 1. 
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RES0LUCI6N. Esiudiemos la continuidad en x = -1. Como la funci6n est4 dcfinida con varias f6rmulas 
y el punto x = -1 corrcspondc a la primera, es 

/(—l) = —1 — 3 = —4. 

Para valores prdximos a — 1, pero menores que — 1, por la primera fdrmula es 
lim /(x) = lim^x - 3) = -4 
y para valores pr6ximos a -1, pero mayores que -1, por la segunda es 
lim/(x) = lim ( (3x - 1) = -4. 

Como los llmites lalerales existen y son iguales, existe el Ifmile de la funci6n para x tcndiendo a -1 y 

vale 

i |im i /(x) = -4 

y como lenfamos que /(-1) = -4, la funci6n es conlinua en x = -1. 

Esiudiemos ahora la continuidad en x = 1. La funci6n, para x = 1, esl4 dcfinida por la segunda 
f6rmula, asf 

/( 1 ) = 31 - 1 = 2 . 

Para valores de x pr6ximos a 1, pero menores que 1, por la segunda f6rmula es 
lim /(x) = lim (3x - 1) = 2 

I-»1- i-*l 

y para valores pr6ximos a 1, pero mayores que 1, por la tercera f6rmula 
lim + /(x) = Jim ^-(x + 3) = -2. 

Al ser dislinlos los Ifmilcs lalerales, no existe el Ifmite 
lim /(x) 

y por tanlo la funci6n liene en x = 1 una discontinued de salto, cuyo valor de salto es igual a 
lim /(x) - lim /(x) = -2 - 2 = -4. 



sea continua en lodos los puntos de su dominio. 


RESOLUCI6N. La funci6n esti definida en dos trozos y, en cada uno de cllos, mediante una funcidn 
polindmica; por ser conlinuas las funciones polindmicas, la funci6n y(x) es conlinua para lodos los valores 
excepio, en principio, para x = que enlaza ambas funciones polin6micas, y ser$ o no conlinua cn esc 
punto dependiendo del valor de m. 
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Para que lambidn sea continua en i = 5, caleulamos el valor dc la funcidn cn esc punto y los limitcs 
laierales, y (cncmos que 

»(i) - (i) 3 = 5- 

lim g(x) = lim x 3 - (j) 3 = 

*-i * 

lim ( <7(1) = lim1 mi = m ■ - = —. 
x->i I_> 5 

Para que exisla cl limile al lender ia| deben scr iguales los limiles laierales, de donde 


y por lanlo m = j. 

Para esle valor de m exisle el limile y coincide con el valor de la fiincidn en x = es decir. 


0(5) = jj = Jim g(x), 


y por lanlo la funcidn cs continua en 


► 3.10 Dada la funcidn 


1 +e^ 
f(x) = { i-e*’ 


esludicsc su coniinuidad. Caso de no ser continua en x = 0, <,c6mo deberia definirse /(0) para que fuese 
continua? 


RESOLUCI6N. La funcidn / es continua Vi e R, x / 0, pues es cociente de funciones coniinuas con 
denominador no nulo. El unico punto de posible disconiinuidad es 1 = 0, donde es /(0) = 0. Analicemos 
limj-,0 f(x). 

Como 

x —► 0 - => x 2 -► 0 => -Jr —► +00 => -r +00, 

x J 

y 

1 0 + =► i 2 -r 0 =► -4 -> +00 =► e^ 1 -r +00, 

x 2 

resulla que el limile lim x _,o /(1) prcsenla una indeierminacidn del lipo [jg] . Dividiendo en numerador y 
denominador por e^ 1 se liene 


lim 


1 + 

1 - e * 


v r? + 1 

lim - 

I "*° ^ - 1 


0 + 1 
0- 1 


Porlanlolafuncidnesdisconiinuaem = 0pueslim J _* o /(i) = -1 / /(0) = 0. Para que la funcion 

fuese continua en x = 0 deberia ser /(0) = -1. 
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I► 3.11 Dada la funcidn h(x) = hdllese el dominio de definicidn y los puntos de discontinuidad. 

RESOLUCI6N. Gl dominio de la funcidn 


5x 

(x + 3)(x-3) 

estd formado por (odos los numeros reales que hagan el radicando positivo o nulo. 

■ Si es x > 0, deberd ser x 2 - 9 > 0, y por tanto, x > 3. 

» Si es x < 0, deberd ser x 2 - 9 < 0, y por tanto, x > -3. 

De aquf que el dominio de la funcidn sea 

Dorn /i(x) = (-3; 0) U (3; +oo). 

Para estudiar la conlinuidad consideramos a h(x) como composicidn de funciones 
h(x) = {gof){x) = g(f(x)l 



siendo g(t) = y/t y f(x) = jffg. 

La raiz cuadrada es continua en todo su dominio, excepto en los extremos de los intervalos que scan 
cetTados, que tendrd conlinuidad lateral. Gl cociente de funciones polindmicas es funcidn continua en todos 
los puntos salvo en los que se anule el denominador, en este caso x = ±3. Como estos dos puntos no estdn 
en el dominio de h(x), tenemos que h(x) es continua en 

(—3; 0) U (3; +oo) 


y continua por la izquierda en x = 0. 


!► 3.12 Gncudntrense los puntos' 


que es discontinua la funcidn 


/(x) = x 2 + 1 + |2x - 1|. 


RESOLUCI6N. Como la funcidn estd definida mediante un valor absoluto, es conveniente definirla en dos 
partes. 

Igualando a cero el valor absoluto obtenemos 


|2x — 11 = 0 => 2x - 1 = 0 => 2x = 1 => x 


por lo que debemos considerar los dos casos siguientes: 
si x > 5 es |2x - 1| = 2x - 1, y por tanto 

f(x) = x 2 + 1 + 2x - 1 = x 2 + 2x, 

si x < 5 es |2x - 1| = -(2x - 1) = -2x + 1, y por lanto 

f{x) = x 2 + 1 - 2x + 1 = x 2 - 2x + 2, 

por lo que la funcidn dada puede escribirse en la forma 


/(*) = 


{ 


x 2 - 2x + 2, 
x 2 + 2x, 


si x < 5, 
si x > 5. 
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La funcidn /(x) es conlinua en lodos los punlos dislintos de x = \ por eslar definida mcdianie funcio- 
nes polindmicas. 

Para esludiar la conlinuidad en el punio \ calculamos los h'miies lalerales y el valor de la funcidn en el 
punio: 

lim /(x) = Jim (x 2 - 2x + 2) = l - - 1 + 2 = b ~, 
lim + /(x) = Jim (x 2 + 2x) = ^ + 1 = -, 

Por tanto, exisle el lirnile de la funcidn enx = |y coincide con el valor de la funcidn en el punio, asi 
que tambten es continua en ese punto. 


I► 3.13 Se considera la funcidn 


9(x) = 


{: 


x - 2 


si x 2, 
si x = 2, 


^esld acolada esia funcidn en el iniervalo [1; 3]? 

RESOLUClbN. Pueslo que el lirnile de la funcidn en el punto x = 2, 

(x-2)(x + l) 


lim g(x) - lim 


x 2 - x - 2 
x - 2 


= lim - 


= lim (x + 1) = 3, 


no coincide con el valor de la funcidn en ese punto, la funcidn es disconiinua, por lo que no puede aplicarse 
el leorcma de la acoiacidn de Weierslrass en el iniervalo [1; 3). Sin embargo, la funcidn es acolada, ya que 
puede expresarse del modo 

r x + l, si x € [1; 3] - {2}, 

9(X) ~\0, si x = 2, 

dondc se observa que el miximo valor de g en el iniervalo dado es 4 y que el minimo es 0. 


I ► 3.14 Demudslrese que la funcidn /(x) = 2x 3 - 5x 2 + x + 2 corta al eje de abscisas 
^Puede afirmarse lo mismo de la funcidn </(x) = 


el iniervalo (—1; 3]. 


RESOLUClbN. La funcidn / es continua para (odo valor real ya que es una funcidn polindmica. Como 
ademds es 


/(-1) = —2 — 5—l+2 = —6<0, 

/(3) = 54 - 45 + 3 + 2 = 14 > 0, 

(cnemos una funcidn continua en cl iniervalo (-1; 3] que prescnia signo conirario en los extremos de inler- 
valo. Aplicando el leorcma dc Bolzano, que garanliza la exislencia dc al menos un valor enire -1 y 3 en el 
cual sc anula la funcidn, es aquel en que su grdfica corta al eje horizontal. 

La funcidn g es conlinua en lodos los punlos excepio en x = 2 donde se anula el denominador, por lo 
que no puede aplicarse el leorcma de Bolzano. Para saber si corta el eje de abscisas podemos igualar a cero 
y resolver. De la igualdad 


obicncmos 2x + 1 = 0, y asi x = valor que estd en el iniervalo [-1; 3], por lo que tambidn g corta al 
eje dc abscisas cn esc iniervalo, pesc a no cumplirse las hipdiesis del (corema de Bolzano. 
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!► 3.15 Demulstrese que la ecuacidn 3 1 - y/2 = 0 liene una solucidn cn cl iniervalo [0; 1[. 

RESOLUCI6N. Sea /(x) = 3 X - y/2. Es /(0) = l- \/2<0y/(l) = 3- \/2>0, ademis la funcidn 
es conlinua en el iniervalo 10; 1], de dondc, por el icorema de Bolzano, existc un valor a € (0; 1) lal quc 
/(a) = 0, es decir, 3“ - v2 = 0. El valor buscado es exaciamenle a = jj4j, que se obtienc sin mis quc 
lomar logaritmos neperianos en la igualdad 3“ = y/2. 

Problemas Propuestos_ 


3.1 Determinense los Ifmites 


. .. 1 -x 

a) hm --, 

i-il + i 


3.3 Determinense 


a) lim vx 2 + 1 — x, b) lim 


-2 |x - 2| ’ 


3.5 Determfnese 


y/l - 1 

’ X 2 - r 


3.6 Demuistrese que 


3.7 Calculese el lfmite 


x i!+oo (\f" : 


+ v'jrx - y/irx J 


3.8 La funcidn /(x) definida por 


<,es conlinua en x = -1? 

3.9 Dada la funcidn /(x) = x 2 sen 
conlinua en x = 0. 



si x > -1, 


j, si x / 0 y /(0) = k, determfnese el valor de k para quc la funcidn sea 
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3.10 Dclcrmfne.sc si la siguicnlc funcidn cs conlinua 


f si x ^ 0, 

( 0, si x = 0. 


3.11 Esludicsc la conlinuidad dc la funcidn 



3.12 Esludicsc la conlinuidad dc la funcidn /i(x) = - 


3.13 ^.Pucdc ascgurarsc quc la funcidn 


/(*) = 


x 2 - 5x + 7 
x 3 - x 2 + x - 1 


cstd acolada cn cl inlcrvalo (0; 2j? 

3.14 Comprudbesc quc la ccuacidn cos 2 x = 2 - x 3 licne solucidn real cn el inlcrvalo (0; 2 tt). 

3.15 Dcmu6slresc que la ccuaci6n e~ z = 2x licnc al mcnos una soluci6n real. 
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4.1. Derivada de UNA funci6n _ 

Si / es una funci6n y (a,/(a)) es un punio de su grdfica, <,qud li'nea debc ser llamada la langenie 
a la grdfica en ese punio? Para responder a esia pregunia lomemos /i / 0,y consideremos los punios 
(a + A, /(a + /t)), con /i > 0 y con li < 0 y dibujemos las secanies. Si h -> 0, por la derecha y por 
la izquiereda, las secanies lienden a un li'miie, que es la recia langenie a la grdfica en ese punio. Vdase la 
Figura 4.1. 



Las secanies (icnen por pcndienie 

/(q + /t)-/(q) 

A 

y la pcndienie de la langenie serd 

|im /(q + A)-/(q) = lim /(*)-/(■). 

A-tO A x-*o X - q 

si q + A = x y A = x - a. 


Definicion de derivada 

Se dice que la funci6n / es derivable en x = a cuando exisle y loma valor real el li'miie 

, im /(q+ *)-/(■). 

A—>0 A 

A esie li'miie se llama derivada de / en a y se escribe /'(a). 

■ Ejemplo 4.1 La funci6n /(x) = x 2 liene por derivada en el punio x 0 


/'(x 0 ) = lim 


(x 0 + h) 2 - Xq _ Xq + 2 x 0 /t + h 2 - xg 


= lim (2x 0 + h) = 2x 0 . 


■ Ejemplo 4.2 La funci6n afin /(x) = mi + n liene por derivada en el punio x 0 


/'(x 0 ) = lim 


n{x o + A) + n — mxp - n _ m/i 


indcpcndienicmcnic de cual sea cl punio x 0 . 


La derivada es un li'miie por ambos lados que se inicrpreia como la pcndienie de la recia langenie 
a la grdfica en el punio considerado. Una funci6n delinida en el inicrvalo [0; +oo), por ejemplo. no serd 
derivable en cl punio 0, dondc s6lo podrd exisiir li'miie por la derecha. 
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■ Ejemplo 4.3 La funci6n f(x) = yfx est$ definida para valores x > 0. Si queremos hallar la derivada 
en un punio xo hemos de exigir que sea xo > 0 y entonces sc liene 

tn , y/xo + h- yxS [0] 

(V'XQ + ft - y/xE) (\/XQ + h+ y/X^) = XQ + h- X 0 

h'-^o h (y/x 0 + h + yxo) tTo h (y/xoTh + ^Xo) 


h-»0 h (\/xo + h + yxo) h-*0 ,/xo + /l + yio 2^X0' 


Derivadas laterales 


Se define la derivada por la izquierda de una funcidn / en el punio a, y se escribe /'(a ) al siguienie 
li'mite por la izquierda 


/'(a ) = 


/(« + ft) - /(a) 
h 


y se define la derivada por la derecha como 


f'(a + ) = lim 


/(q + ft)-/(a) 


Esios limites pueden escribirse tambiln como 

f(a~)= lim /(l) I /(a) 


y /'(“ + ) = I'm ; 


Se verifica la siguienie propiedad que nos da condiciones para que una funcidn sea derivable en un 
punio en base a las derivadas laterales: 


f exislen derivadas laterales eni = a 
/ es derivable en x = a si y sdlo si < 

I y coinciden. 

Ndlese que la exisiencia de derivadas laterales lleva a la exislencia de semilangentes a la funcidn en el 
punio x = a y la condicidn de que ambas derivadas laterales coincidan nos asegura que ambas semireclas 
lienen la misma pendienie, siendo una prolongacidn de la otra. Si estas derivadas laterales no coinciden 
significa que no hay recta tangente y la funcidn no es derivable, como se observa en la Figura 4.2. 



Figure 4.2 La existencia de derivadas laterales no implica la existencia de recta langenle. 
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La cxistcncia de dcrivada dc / cn a es condici6n .suficicntc para la continuidad de la funcibn en dicho 
punlo, cs dccir, 

si / es derivable en a, cnlonces / cs conlinua en a. 

La implicaci6n rccfproca no cs cicrta cn general. For ejcmplo, la funci6n valor absolulo fix) = \x\ es 
conlinua en x = 0 pcro no cs derivable ya quc sus dcrivadas latcralcs son 

W . ~h 


/'(o-) = 

/'(0 + ) = 


lim 


|0 + h\ - | 0 | 
h 

|0 + h\ - 


= lim = lim 


- = -1, 


| 0 | . 


Sc dice quc la funcibn / cs derivable cn un conjunlo A C R si cxistc fix) cn cada punto x <E A. Si / 
es derivable en /IcRse define la funcibn dcrivada /' cn la forma 


f'(x) = lim - 


AnSlogamenle si /' es derivable, su funcibn derivada esl4 dada por f"(x) = (f'(x))' y en general es 
/ l ‘ l (x)=(/ (i - ,) (i)) , ,Vxe A. 

La definicibn de dcrivada nos sirve para calcular derivadas de funciones en un punlo genbrico x 0 me- 
dianlc el cblculo de un limilc. Sin embargo, lo prbctico es disponer de una labia de derivadas, como la 
de la pbgina 397, que nos da la regia a ulilizar para derivar la funciones usuales del Cblculo. Es conve¬ 
nient conocer bien las derivadas de csla labia, quc deben aprcnderse de lanlo usarlas y no como unas 
recelas memorislicas. Esla labia conliene las derivadas de funciones de x, pero sirve lambibn para funcio¬ 
nes compueslas sin mbs que anadir la corrcspondicnle derivada u'. Por ejemplo, la derivada de la funcibn 
/(x) = Inx 3 , haciendo u = x 3 , serb 


/'(x) = (Inu)u' = (lnx 3 )3x 2 . 


AdemSs de la nolacidn “con prima” que eslamos poniendo, /'(x), /'(a), se puede ulilizar la noiacion 
“con D'\ Df, Df(a), y la noiacidn de Leibniz que cs (ambiln muy ulilizada y prSclica: 


Asi la funcidn y = x 3 liene por derivada en cualquier punlo x 
d V _ 2 


y para la funci6n y = x 3 - 4x puede escribirse dircclamcnle 

-^-(x 3 - 4x) = 3x 2 - 4. 


En el caso de una recta de ecuacidn y = mi + n, la derivada es la pendiente m , y nos da la "proporcion 
en el cambio de y respeclo a x”, cs decir, “el numero de veces que y varia mas r^pidamenle que x". En el 
caso de una funcidn y = /(x), la derivada ^ = /'(x) coincide con la pendiente de la recta langente en el 
punto considerado, es decir, nos siguc dando el "cocficiente de variacion de y con relacion a x", pero para 
el punlo considerado. 

La derivada dc una funcibn / en un punto es un numero, pero si consideramos la derivada en todos los 
puntos de un conjunlo, o en todos los puntos en que la funcibn sea derivable, lenemos una funcion. /'(x). 
Ilamada/imnd/i derivada. Si esla Tuncibn es a su vez derivable, podemos considerar lambien su funcibn 
dcrivada, llamada derivada segunda, y asi sucesivamenle para lener una sucesibn 


/, /', r, r, ..., 
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o con notaci6n de Leibniz, 

cPy = j//dy\ (Ty d / d n ~'y \ 

dx 2 dx \dx) ' dx n dx\dx n-1 /' 

■ Ejemplo 4.4 La funcidn y = x~ 2 tiene por derivadas sucesivas 

y 1 = —2x -3 , y" = 6x~\ y’" =-24x~ s , y (4) = 120x“ 6 . y (n) = (-l)"(n + l)!x- (n+2) . 


4.2. Derivada de la funci6n compuesta: regla de la 

CADENA _ 

Regia de la cadena 

La derivada de la funci6n composici6n de funciones csti dada por la conocida regia de la cadena: 

■ Regia de la cadena Si f es derivable en Xq y g es derivable en f(x o), enlonces go f es derivable en 
xo y la derivada esld dada por 

(g ° f)’(xo) = g'(f(x 0 )) ■ /'(x 0 ). 


Con la notaci6n de Leibniz podemos escribir 


dy _ dy du 
dx du dx' 


para una funci6n y = y(u(x)), y esta f6rmula cs vdlida para comp»sici6n de mds funciones, como 
obien y z = y' u ■ u'„ • v' z . 


dy _ dy du dv 
dx du dv dx' 


I Ejemplo 4.5 Para obtener la derivada de la funci6n (x 3 + 5)*, llamamos u = x 3 + 5, y resulla 


r (x 3 +5) 4 = — (u‘) =4u 3 . 


- = 4(x 3 + 5) 3 • 3x 2 = 12x 2 (x 3 + 5) 3 . 


Derlvacldn de funciones Inversas 

La regia de la cadena nos permitc tambidn hallar la derivada dc la funci6n inversa dc una dada cuya 
derivada conocemos. La derivaci6n de inversas esld regida por la siguienic proposicidn: 

■ Derivada de la Inversa Si f es inyectiva y derivable en (a; 6) y su derivada no es nula. enlonces f “ 1 
es tambitn derivable y su derivada vale 


(/ _1 )'(x) 


/'(/-‘(-r)) 


■ Ejemplo 4.6 La funcidn y = x", si es x > 0 cs inyccliva y su derivada y' = »x" 1 es no nula, por lo 
que la derivada de su funci6n inversa y = = x» vale 


La derivada oblcnida se puede escribir como 
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y por tanto, para exponcnle de la forma £ se sigue la misma regia dc derivactfn que la dc potencias de 
exponenle natural al scr £ (x » ) = £xi " 1 . En cl caso cn que n sea impar la funci6n y = x" cs inyecliva 
en todo R y la f6rmula estd definida para lodos los rcales salvo para cl cero, ya que se anula la derivada. 
Ademds, si es q > 0, para que 6ste sea indice de una rai'z, se liene que 


sM-sHl 


d_ 

dx 


[(**)'] 


= p(x*) P 1 



Q 


es decir, la regia de derivaci6n de potencias sirve tambi£n cuando el exponcnte cs fraccionario. 


Por ejemplo 


sN 


■ -f 

dx [ 


"5#F- 


■ Ejemplo 4.7 Lafunci6n f(x) = sen xes inyeclivaen [-£■; §] y su derivada no cs nulaen ese inlervalo, 
por lo que la derivada de su funci6n inversa /“ 1 (x) = arcsen x serd 

£(arcsenx) = cos(arcseni) = yfTp' 

■ Ejemplo 4.8 Si o > 0 y o ^ 1 la funci6n f(x) = log a x es inyectiva en (0; +oo) y liene por derivada 
f'(x) = j log fl e. La derivada de su funci6n inversa f ~ 1 (x) = o 1 es 

— fo 1 ) - 1 _ a * _ a x lo gq a _ a x | n a 

dx ± log Q e log a e log a e 


Derivacion logaritmica 

Dada la funci6n /(x) = In u(x) donde u es una funci6n real derivable que Ionia solo valores positivos, 
es sabido que su derivada cstd dada por /'(x) = Es posible en muchos casos, y a veces muy conve- 
niente, calcular la derivada de una funci6n dada a partir de la derivada de su logariimo por la simplificaci6n 
operativa que proporciona. 

De este modo dada la funcidn g{x) cuya expresidn explicita se conoce, supuesta derivable y positiva, si 
se considera su logariimo neperiano se liene la funci6n derivable In g(x) cuya derivada es . Procediendo 
del mismo modo con la expresi6n explicita de g(x) podemos igualar los resultados y despejar g’(x) que es 
la derivada pedida. 


■ Ejemplo 4.9 Calculcmos por este m£lodo la derivada de la funci6n g(x ) = ^ 
Tomando logaritmos neperianos en ambos miembros se liene 


. j/TTsi 

) = , ”Vr^ 


/l+sen2x\ J 1 l+sen2x 1 „ „ , , . „ 

= In I --— ) = - In --— = - ln(l + sen2x) — ln( 1 — sen2x) 

\ 1 — sen 2x / 3 l-sen2x 3 1 v ' v n 


y derivando en ambos miembros queda 

g'(x) _ 1 / 2 cos 2x —2 cos2x \ 2 /_1_ 

g(x) 3 \ 1 + sen 2x 1 - sen 2 x) 3 C ° S 1 \ 1 + set 


2x 1 - sen 2x J 


(1 + sen2x)(l-sen2x) 3 


cos 2 2x 3 cos 2x 3 
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Despejando se liene que la derivada pedida es g'(x) = g(x) ■ 5 sec 2x, es decir 


■ Ejemplo 4.10 Calculemos la derivada de la funcidn y = (arctg y/x) x . 

Tomando logaritmos es lny = ln(arctg y/x) 1 * = x 2 ln(arctg y/x) y dcrivando en ambos miembros 
queda 


— =2x ln(arctg y/x) + x 2 —-—-= 
y \ v / arctg j + x 

de donde se obliene la derivada buscada 

y' = (uctgVl)' 1 (2»ln(«ct,vS) + 

Esle proceso de derivaci6n nos permite recordar con facilidad las reglas usuales de derivaci6n para el 
producto. el cocienle. la potencia, exponencial. exponencial-potencial y otras, como vemos a continuaci6n. 

1. De este modopara la funci6n producto y = f(x)g(x) se tienequees lny = In (f(x)g(x)) = In/(x) + 
In y(x) y derivando queda 

/ = f'jx) g'jx) 

V fix) g(x) 

con lo cual al despejar y' resulta 


2. An£logamenteparalafunci6ncocientey = es lny = In = In/(x) -lny(x) y porderivacidn 
obtenemos 

/ = _ S'jx) 

y fix) y(x) ’ 


. =v (fto _ £^f)\ = fix) (fi?) _ flW = fjx)9ix) - /(x)g'(x) 
y V fix) y(x) ) g(x) V fix) y(x )) [y(x)] 2 

3. Para la funci6npolencial y = [/(x)]“ cona e Res lny = ln[/(x)]“ = aln/(x) y alderivarst 


y ‘ = “ y m = = 

4. Si se trala de la funci6n exponencial y = a^ (l) es In y = In a^ (l) = /(x) In a, derivando resulta 


y' = yf'ix) In a = a nx) f'{x) In a. 
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5. Para la functfn y = /(x) fl(l) tomando logaritmos es In y = In f(x) uU> 
ambus micmbros sc obticnc 


=g'(x)\nf(x)+y(x)jj^ 


= g(x) In f(x) y dcrivando en 


dc dondc qucda 


y' = yg'(x) In f(x) + = /(x)* ( *V (x) In f(x) + g(x)f{x)' jU ' 


f'(-x) 

f(x)' 


cs decir 

V = ! ,(x)f(x)“ U) - 1 /'(x) + f(x)^>g'(x) In }(x). 


4.3. PlFERENCIAL DE UNA FUNCI6N 


Sea / :/ cR-»R una funcidn derivable cn x 0 G /, la exprcsi6n de la derivada /'(x 0 ) es 
", ' _ ,• /(x 0 + h) - /(x q) 


quc sc pucdc cscribir cn forma cquivalcnlc como 

/(j. + <0 - /(*.) _ + 

dondc e cs una funci6n e = e(h) (al quc lim/,-,0 e = 0. Esla igualdad se escribe tambidn como 
A/(x 0 ) = /(x 0 + h) - /(x 0 ) = /'(x 0 ) h + e h. 


La escrilura de A f(x o) en la forma A/(x 0 ) = f'(x 0 ) h + £ h, con lim/,_,o ~ = 0, nos permile definir 
a / como funcidn diferenciable cn iy. 

Adem^s nos asegura quc A/(x 0 ) sc cxpresa como suma de dos sumandos siendo el primero de ellos 
/'(x 0 ) • h, que cs su parlc principal, y cl otro e h es infinitesimal. Por ello se escribe A/(x 0 ) ~ /'(x 0 ) • h, 
siendo f'(x 0 ) • h una aproximaci6n al incremenlo A/(x 0 ) = f(x 0 + h) - /(x 0 ) de la funci6n. Esia 
aproximaci6n mejora a medida quc h se accrca a cero. 

A /'(xo) • h, parte principal de A/(x 0 ), se le llama diferencial de la funci6n / en el punto x 0 actuando 
sobre h y sc escribe como d/(xo)(/i) = /'(xo) • h. 

Dc cstc modo la diferencial dc / cn xo cs la aplicaci6n lineal 

d/(x„): R —> R 

h ^ df(x 0 )(h) = /'(x 0 ) • h. 


cuya matriz asociada cn la base canonica dc R es cl numero /'(xy). Por abuso de lenguaje se escribe 
df(x y) = /'(xy) • h. Geomdyicamente, v^ase la Figura 4.3, al lener en cuenta que el significado de la 
derivada cs 


/'(X o) = tgQ 


iggi _ m\ 

IPQI h 


resulta que |Qf?| = /'(xo) ■ h = d/(xy). Scgun la figura, df(x o) es la parte de A/(xo) situada debajo de 
la langcnlc a la gr^lica de la funcidn cn x 0 . 
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Dc lo anterior se desprende que si una funcibn es derivable en un punto enlonccs cs diferenciable en 
dicho punto y, recfprocamente, si una funcibn es diferenciable en un punto tambibn es derivable en esc 
punto. 

En consecuencia si / : / C R -» R es una funci6n derivable en I cntonecs es diferenciable en / y su 
difercncial en cada punto x e / es la aplicacibn lineal definida como 

(if (x) : R —> R 

h —» df(x)(h) = f'(x)h 


Usualmentc se siguc la notacibn clbsica de nombrar la variacibn h dc la variable independienle s como 
h = dxy cscribir, por abuso de notacibn, la expresibn dc la aplicacibn difercncial como cl rcsullado de su 
actuacibncn la forma df(x) = f'(x)dx. 

Con csta cscrilura sc expresan cbmodamcnlc las rcglas dc la diferenciacibn, que debido al carbcter 
lineal de la difercncial son las mismas que las dc la dcrivacibn. Algunas dc estas rcglas son 

d(f(x)±g(x)) = df(x)±dg(x), 

d(f(x)g(x)) = df(x)g(x) + f(x)dg(x), 
d f( x )9(x) ~ f(x)dg(x) 

\9(x)J \9(x) P 


4.4. Teoremas de valor medio y aplicaciones 


Teoremas del valor medio 

Los ires teoremas cldsicos del valor medio dan informacibn sobre cl comporlamienlo de funcioncs que 
son derivables en un intervalo abierto y continuas en el cerrado corrcspondicntc. El primero de ellos es el 
leorema de Rollc. 

■ Ttorema (de Rolle) Si f es conlinua en [a; b\, derivable en («; b) y udenuis f(a) - f(b), enionces 
existe al menos un n e (a; b) tal que /'(«) = 0. 

La interprelacibn gcombtrica del leorema es que al lomar la funcibn el mismo valor en a y en b y ser 
conlinua cn el intervalo |a;b], la gr^fica dc la funcibn que une los punlos (a, f(a)) y (b, f(b)). que liene 
langenlc cn lodos los puntos que unen dstos por ser derivable la funcibn, dehe tener al menos un punto <> 
en cl que la langenlc sea horizontal, es decir con derivada nula. Estc punto a cslard en cl intervalo abierto 
(u; b) pues la funcibn puedc no ser derivable en los extremos. Vbase la Eigura 4.4. 
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Flgura 4.4 Interpretacibn geombtrica del Teorema de Rolle. 


N6iese que el cnunciado del leorema es redundante en el scniido de que si la funcibn es derivable cn 
(a; b), ya es coniinua en (a; b), y baslaria afiadir que / fuese coniinua por la derccha en a y conlinua por la 
izquierda en b, pero es cosiumbre enunciar el leorema como lo hemos hecho por brevedad. 

El segundo leorema del valor medio es el de Lagrange, tambibn llamado leorema de los incremenios 
finilos. 


■ Teorema (del valor medio de Lagrange) Si f es coniinua 
existe al menos un a € (a; b) tal que 


/'(a) = 


m - f(a) 

b-a 


(a; b} y derivable 


(a:b), entonces 


La inierpreiacibn geomdirica del leorema del valor medio es que exisle al menos un punio a € (a: b) 
tal que la pendieme de la recla langeme a la curva en el (a, /(a)) coincide con la pendienle de la secante 
que une los punlos (a, /(a)) y ( b , /(b)), como puede verse en la Figura 4.5, 



Flgura 4.5 Interpretacibn geombtrica del teorema del valor medio 


donde la ecuacibn de la recia que pasa por los punlos exlremos de la grafica. 


y ~ f(a) 


f(b) ~ /(a) 

b-a 


(x-a) 


y lo que alirma el leorema es que exisle al menos un punio a tal que la langenie a la grafica en a es paralela 
a la recla que une los punlos exlremos, es decir, que ambas recias tienen la misma pendienle. 

El leorema de Rolle es un caso particular del leorema de Lagrange sin mds que hacer f(a) = f(b). 
pero suelen enunciarse por separado ya que aqudl se uliliza en la demosiracion de bsie. 
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El leorema del valor medio puede escribirsc de otra forma intcresante. Si llamamos h 

Aa) = /(^/0-/(g) 

y si ahora despcjamos /(<i + h) resulla la igualdad 

/(« + /,) = /(a) + h ■ /'(tv) con n G (a;a + /i), 


b - a, qucda 


llamada/rfmm/ade /os incrementos fnitos, y que si h es pequenoy la funcibn cs “suave”, es dccir, derivable, 
tendremos que serii /'(a) ~ /'(a), de donde resulta 

/(a + h) ~ f(a) + h ■ /'(a), 


que nos permitini calcular valores de la funcibn en puntos proxinios a uno dado en el cual sc conocc el valor 
de la derivada. 

La inierprelacibn geombtrica de esta formula puede verse en la Figura 4.6, donde se observe que el 
valor de la funci6n en el punto a + h se aproxima mediantc la suma /(«) + h ■ /'(a). 



Figura 4.6 Interpretacion geombtrica de la formula de los incrementos linitos. 


El teorcma de Lagrange aporta una informacion cinemdtica interesante cuando la luncion / representa 
el espacio reconido por un mbvil en funcibn del tiempo, asegurando que la velocidad media desarrollada 
por el mbvil entre dos inslantes fijados coincide con la velocidad instantbnea en un punto del trayecto. 


■ Ejemplo 4.11 Si queremos hallar un valor aproximado de \/65 de forma sencilla, consideramos la 
funcibn /(x) = y/x en el intervalo [64; 65] donde es continua y derivable. La fbrmula de los incrementos 
linitos nos dice que 

/(65) = /(64) + 1 • /'(q), siendo a <= (64; 65). 

Comoes /'(x) = ^-.queda 


\/65 = \/64 + 1 • = \/64 + —^-=, 

2 y/a 2 y/a 


paraalgunu e (64;65). 


Pero aproximadamente es 
luego 


\/65 = \/64 + ~ 8 + 0,0625 = 8,0625. 


El valor que obtenemos con una calculadora, que efeclua muchas operaciones que no vemos, cs 
8,062257748, con lo cual comprobamos la especial finura de este mblodo, pues logra una gran aproxi- 
macibn al numero buscado con muy pocas operaciones. 
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Si en la f6rmula dc los incrcmcnlos linilos pasamos f(u) a la izquicrda para tcner el increment de la 
funci6n, rcsulla quc es 

A/(a) = /(« + /*) - /(«) ~ /'(a) ■ h = df(u)(h), 

es dccir, la difercncial de / en a es una aproximacidn del incremcnlo dc la funcidn. 

■ Teorema (del valor medio de Cauchy) Si f y g son dosfunciones continuus en [a; b\ y derivubles en 
(a; b), entonces existe a € (a; b) tai que 

\g(b) - g(a)\rUx) = \f(b) - f(a)\g'(a). 


En el caso en que scan g(b) - g(a) ± 0 y g'(a) ± 0, puedc escribirse con cocientes del modo 

m ~ /(a) /» 

g(b)-g(a) <?'(a)' 


Esle leorema es una gcneralizaci6n del teorema del valor medio de Lagrange, pues basla hacer aquf 
g(x) = i, en cuyo caso es g'(a) = 1 y g(b) - g(a) = b - a ± 0, para obtener 


m - f(g) 

b-a 


= J'{a). 


El teorema de Cauchy es la base de la demoslraci6n de la regia de L’Hbpital para el calculo de limites. 
que vercmos a conlinuaci6n. 

Un teorema del valor medio, cl menos divulgado, que generaliza los tres leoremas anieriores es el de 
Peano, que lienc un nexo con cl Algebra lineal pues uliliza determinantes. 


■ Teorema (del valor medio de Peano) Si f,gy h son tres funciones continuas en [a; 6) y derivables en 
(a; b), entonces existe al menos un a € (a; b) tai que 

I f'(a) g'(a) h'(a) I 

/(a) g(a) h(a) =0. 

| f(b) 9(b) h(b) | 

Esle teorema generaliza los ires anieriores, ya que que si hacemos h(x) = 1, es h'(a) = 0 y desarro- 
llando el dctcrminanle sc obliene el leorema del valor medio de Cauchy. Haciendo ademas g(x) = x se 
obliene el de Lagrange, del que el leorema de Rolle es un caso particular. 


Regia de L’Hopital 

La regia dc L’Hopital es una herramienla, en muchos casos eficaz, para el cilculo de limites indeler- 
minados de las formas [g] e [s|]. Olros limites indelcrminados pueden reducirse a los casos anieriores 
mediante un proceso operativo scncillo como veremos. La raz6n de que esla regia esi£ en esta leccion y no 
al tralar los limites en general, viase Secci6n 3.2., es que se necesilan derivadas y que en su demostracion 
se precisa el leorema del valor medio de Cauchy. 


■ Regia de L’Hopital, caso [g] 


Si lim^o f(x) = 0 y lim^^a g(x) =0y3 limj.-.a 


/'(■r) 

——-. entonces 
9‘ '(J) 


3 


. m 

lm TT 
9(x) 


lim 


I'(x) 

9'(i) 


Obsirvese que puede exislir el limile buscado sin que exista el limiie del cociente de sus derivadas. 
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I Ejemplo 4.12 Calculemos el Ifmite lim x _,o ~ 


: = h\ = Km- 


I Regia de L’Hopital, caso f—] Si lim x _,„/(x) = ±oo y lim x _, a y(x) = ±oo y 3lim x _, a ^ , 
looJ 9'(x) 

ntonces 

3 | im M . lim £!f> 

.-.a g(x) X-.. 9'(l) 


I Ejemplo 4.13 Calculemos cl Ifmite lim x _, +00 —. 
Se tiene que 


lim — - [-1 t ." lim i= lim i = — = 
i-»+oo X looJ x-» + oo 1 x-H-oo I +00 


I Ejemplo 4.14 La regia de L’Hopital no siemprc es convcniente, como vemos en el siguicntc Ifmite 


x 39 + l rooi VH .. 39x 38 

» x 40 4-2 L oo J — x-!*+oo 40x 39 xi|+< 


donde es mds eficiente dividir numerador y dcnominador cntrc x 38 que utilizar la regia 38 veccs. La regia 
puede ser ineficaz ya que si se intenta calcular el siguicntc Ifmite, despuds de aplicar la regia dos vcces nos 
queda el mismo Ifmite buscado: 


= lim 


Es inmediato observar que basta dividir numerador y dcnominador entre x para obtcncr cl valor del Ifmite, 
que resulta ser 1. Incluso puede ocurrir que la aplicaci6n de la regia cnmascarc el Ifmite, al resultar una 
cxpresi6n mds complicada que la inicial, como ocurreen cl siguientc caso 




e-i* 
= lim —t—. 

x —>0 I" 1 


Cuando la regia de L’Hopital sc mucstra ineficaz convicnc lener en cucnta los dcsarrollos cn scrie de 
las funciones numerador y denominador. En cslc ejemplo ni siquicra csta tdcnica rcsuelve el Ifmite. No 
obstante, el Ifmite se obtienc realizando cl cambio jj = t , resultando 


- = ^ = lirn 3 ^ . 


Limites indeterminados 

Recordcmos las indetcrminacioncs que pueden presentarse en el cdlculo de limites de funciones, ya 
que disponemos de una nueva y poderosa herramienta como es la regia de L’Hopital. Cuando apliquemos 
csta regia lo indicaremos con L'H sobre la igualdad. 
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Aparle de la indclcminaci 6 n de la forma [g] , con k ^ 0, que obliga a hallar los Ifmiles latcrales para 
decidir la exislcncia o no del Ifmile, las siele indcterminacioncs son 

[ 5 ]. [^J. loo - oo|, [ 0 -oo], ( 0 °), [oo°|, (l'*']. 

Las dos primcras se pucden resolver dircctamcnlc aplicando la regia de L’Hdpital. En la tercera, considerada 
como fraccidn de dcnominador 1 , se dividcn numcrador y dcnominador enlre el producto de las funciones, 
quedando reducida a una indelcrminaci 6 n del primero de los lipos anleriores. En cfcclo, 

lim (f(x) - (Ax)) = [00 - 00 ] = lim ^ ^ = [^1 • 

No obslante, puede ocurrir que la indclcrminaci 6 n de la forma [00 - 00 ] quede reducida a una de las ante- 
riores sin mis que cfecluar la opcraci 6 n. 

■ Ejemplo 4.15 Podcmos hallar el li'mile 



La indetcrminaci 6 n [0 • 00 ] se convierte en una de las dos primeras sin mis que invertir una de las 
funciones en el denominador, es decir, 

lim (/(i) • g(x)) = [0-oo] = lim ^ = [ 5 ] • 

»(x) I- J 

o bien, 

lim (/(i) • <?(*)) = [0 • 00 ] = lim ^ = f-1 , 

7R LooJ 

debiendo elegir el camino que mis nos inleresc. 

Las ires ultimas indeterminacioncs se reducen a las anleriores sin mis que lener en cuenia la relacion 


■ Ejemplo 4.16 El h'mite 

lim ilni = [0 - 00 ] = lim ^ = [—1 L '= lim = lim — = 0 . 
x-»° x -*0 i LooJ x -»0 x -»0 -1 

■ Ejemplo 4.17 Para hallar el li'mile 



resulla que 


= 1 . 
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En el caso de la indeterminacidn (1°°), ademds de la relacidn anterior de u v , puede utiliarse tambign 
que 

lim [ti(i)] t ’ <l) = e i ,n »,-.,„lu(*)— i|u(f)_ 

■ Ejemplo 4.18 El siguiente li'mite de la forma [1°°] es 

lim(l+x)» = [1°°] = e llm '-» +(l+I_1) ' = e lin, '~ <i+ * = e. 

Asmtotas 

Una aslntota es una recta a la que la funcidn se acerca indefinidamente cuando hacemos a la variable 
tender a algun valor. Pueden ser verticales, horizontales y oblicuas. 

La recta de ecuacidn x = a es una asi'ntola vertical de la funcidn f si es lim f(x) = ±oo cuando 
x -> a, o cuando x -> a + o cuando x -> a~. Significa que a medida que x se acerca al punto a, al menos 
lateralmente, los valores de la funcidn se hacen infinilamenie grandes, positivos o negativos. 

La recta de ecuacidn y = k es una asintota horizontal de la funcidn f si es 

jim /(x) = k oes ^jim^/(x) = k, con k € R. 

Significa que a medida que x se hace infinilamenie mis grande, positivo o negalivo, la funcidn se acerca a 
la asintota. Puede haber dos asmtotas horizontales, una para +oo y otra para -oo, que pueden ser la misma 
recta, puede existir asintota para uno s61o de estos valores o puede no existir ninguna asintota horizontal. 

■ Ejemplo 4.19 Para hallar las asintotas verticales de la funcidn f{x) = , hallamos los limites 

laterales cuando x tiende a 1, unico valor que anula el denominador y pueda haccr que la funcidn tienda al 
infinito. Tenemos que 

2x 2 

f(x) = Jmri^ —- = — = +oo, 

asi que la recta x = 1 es una asintota vertical de la funcidn para valores prdximos a 1 por la dcrecha, 
"acercdndose" los valores de la funcidn a +oo. Por otro parte 

2x 2 

j ||m_ f(x) = —- = — = -oo, 

por lo que la recta x = 1 es tambign una asintota vertical para valores prdximos a 1 por la izquierda. 
Obsgrvese que el limite de la funcidn no existe en x = 1, al ser distintos los limites laterales, como puede 
observarse en la Figura 4.7. 



Figure 4.7 Asintotas verticales y horizontales de la luncidn del Ejemplo 4.19. 
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■ Ejemplo 4.20 Para hallar las asintotas horizonlales de la funci6n del ejemplo anterior basla calcular 
dos li'miles: 


c ijTcc /(l) = J?cc^T = SI L=H xiil'ccl - 2 - 

lim f(x) = j ]j|P oo ~7Y = [~] L = = 2 ’ 


por lo que la recta y = 2 es asintota horizontal para +oo y la misma recta es lambiln asintota horizontal 
para —oo. Si en lugar de calcular estos li'miles por medio de la regia de L'Hopital, lo hacemos dividiendo 
por la potencia mayor del denominador, obtenemos una valiosa informaci6n para la grifica de la funci6n, 
es decir, si hacemos 


J'?cc /(l) = xii , ?ccr £ T = [S] 
I i|Tcc /(l) = xii , r 1 cc^ £ T = [S] 



= 2 + , 
= 2". 


Esto nos indica que cuando x ticnde a +oo los valores de la funci6n tienden a la recta y = 2 pero con 
valores mayores que 2, es decir, por encima de la asintota, mientras que cuando x tiende a -oo, la grdfica 
se acerca a la asintota por dcbajo de ella. Esta siluaci6n puede verse en la Figura 4.7. 


La recta y = mx + n se dice que es una asintota oblicua de la funci6n /( x) si se tiene que 
x -> ±00 => f(x) - y -> 0, 

es decir, la funci6n se acerca a la asintota oblicua cuando x crece indefinidamente hacia +oo o hacia -oo. 
El valor de la pendiente de la asintota esl4 determinado por 



y m debe ser finite y no nulo. El valor de la ordenada en origen est5 dado por 
n ~ ^ jim^ (/(x) - mar)). 


S61o pucdcn cxistir, a lo sumo, dos asintotas oblicuas, una para +oc y otra para -oo, que en algun 
caso puedcn ser la misma recta. Ademds cntre asintotas horizonlales y oblicuas s6lo puede haber dos como 
mucho, pues para valores de x tendiendo a +oo, por ejemplo, si la funci6n se acerca a una recta horizontal 
no podr4 acercarse a una oblicua, y viceversa. Por tanto, si una funci6n tuviese dos asintotas horizontales, 
no tendriamos que buscar sus asintotas oblicuas, y viceversa. 


2x 2 


rn = lim ISeI = lj m —ZZ — = 2, 

x-+±oo X x-+±oo + X 

n = lim (/( x) - mx) = lim (- - 2^ = lim —— = - 

x-*±oo J i-tioox + 1 

Por tanto, la recta y = 2x - 2 es asintota oblicua para +oo y para -oo. 


2x 2 


Siempre que la funci6n a estudiar sea una funci6n racional, es decir cociente de polinomios, y el 
numcrador tenga un grado superior al denominador en una unidad, cxistird asintota oblicua, pues efectuando 
la divisi6n de polinomios nos quedari como cociente la asintota y como resto partido por el divisor una 
fracci6n que tender^ a cero. 
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x 1 + 1 

■ Ejemplo 4.22 La funcidn rational f(x) = -posce una asfntola oblicua para +oo y para -oo, 

pucs si efccluamos la divisidn res u I la 


f(x) = 


y como-► 0, cuando x 


±oo, resulta que f(x) 


y = x, que es la asi'nlola oblicua. 


4.5. ESTUDIO DEL CRECIMIENTO 


Si una funcidn es derivable en un punto, el hecho de que su derivada sea positiva o negativa en esc 
punto nos da una informacidn sobre el crecimienlo o decrecimienio de la funcidn en las proximidadcs del 
punto. es decir, en un pequeiio entorno. como veremos a coniinuacidn. 

■ Propiedad de crecimiento local Si f es derivable en io, podemos establecer los siguientes resuluidos: 

1. si es f'(x o) > 0, emonces 3<5 > 0 tal que f es estriciamenie creciente en (xo - <5; xo + 6), 

2. si es /'(x 0 ) < 0, enlonces 3<S > 0 tal que f es estriciamenie decreciente en (xo - <5: io + <S). 


Sin embargo, lo mis interesante es el estudio del crecimiento en forma global, cs decir, en un intervalo. 
Comencemos por recordar las definiciones; sea I un intervalo de la recta real, abierto, cerrado o semiabierto. 
es indiferente. Se dice que la funcidn /(x) es estriciamenie creciente en I cuando Vi|,x 2 e /,X| < x 2 
se verificaque f(x i) < /(x 2 ), y se dice quees estriciamenie decreciente cuando Vii,x 2 € 7,xi < x 2 se 
vcrificaque f(x i) > /(x 2 ). 

El siguiente teorema nos da una caraclerizacidn del crecimienlo estricio para una funci6n derivable. 


■ Teorema (de caracterizacidn del crecimiento) Sea f derivable en un intervalo I. Se tiene que: 

1. si es /'(x) > 0, Vx € /, enlonces f es estriciamenie creciente en /, 

2. si es f'(x) < 0, Vi € /, enlonces f es estriciamenie decreciemte en /, y 

3. si es }'(x) = 0,Vi 6 /, enlonces f es constante en I. 


Este teorema nos da el crecimienlo de una funcidn atendiendo al signo de su derivada. Lo usual cs que 
la derivada no conserve el signo y se irala de esludiar el signo en los distinios intcrvalos. 

■ Ejemplo 4.23 La funcidn /(x) = x 2 tiene por derivada /'(x) = 2x, y el signo de la derivada es: 

■ posilivo si es x > 0, 

■ negalivo si es x < 0, y 

■ cero si es x = 0, 

por lanlo la funcidn /(x) es eslrictamenie creciente en (0; +oo) y estriciamenie decreciente en (-oo; 0). 

■ Ejemplo 4.24 La funcidn /(x) = i tiene por derivada /'(x) = ^ < 0, Vx ^ 0. Por lanlo la funci6n 
es estriciamenie decreciente en (-oo; 0) U (0; +oo). En el punto x = 0 la funcidn no csid delinida. 

■ Ejemplo 4.25 La funcidn /(x) = x 3 tiene por derivada /'(x) = 3x 2 > 0, si x ^ 0, y cs /'(()) = 0, 
por lo que es estriciamenie creciente en (-oo; 0) U (0; +oo). Como es /(0) = 0 y coniinua en esc punto, 
lo incluimos y diremos que /(x) es estriciamenie creciente en R. 
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4.6. Extremos locales 


Se dice que la funci6n / liene un minimo local o relalivo en el punlo xo cuando verifica que existe un 
<5 > 0 lal que es /(x 0 ) < /(x), Vx <E (x 0 - 6;x 0 + 6), es dccir, en x 0 la funci6n pasa de dccrecientc 
a creciente. Diremos que la funci6n posee un mdximo local o relalivo en x 0 cuando 36 > 0 tal que es 
/(x 0 ) > /(x), Vx e (xo - 6\ x 0 + 6), es decir, la funci6n pasa en x 0 de creciente a dccrecientc. En estos 
casos se dice que la funcidn posee un exlremo local. 

Para poder esludiar los extremos locales de funciones derivable tenemos un teorema que nos da condi- 
ciones necesarias y dos que nos dan condiciones suficientes. Estudidmoslos. 

■ Teorema (Condicidn necesaria de extremo) Si f posee exlremo relalivo en x 0 y /(x) es derivable en 
xo, entonces /'(xo) = 0. 

Es decir, las funciones derivables s6lo pueden lener extremos en los puntos con derivada nula. A estos 
punlos se les llama puntos crfiicos. Se (rata por tanto de hallar los puntos criticos de una funci6n y esludiar 
despuds si son o no extremos. 

Sin embargo, una funci6n puede ser derivable en un punlo y valer cero su derivada en ese punlo y no 
tener exlremo. Tal es el caso de la funci6n /(x) = x 3 , cuya derivada /'(x) = 3x 2 se anula en x = 0 y, 
sin embargo, no exisle exlremo local porque la funci6n es estrictamente creciente como hemos vislo en el 
Ejemplo 4.25. 

■ Teorema (Criterio de la derivada primera) Si lafuncidn f es tal que /'(x) = 0 y existe 6 tal que: 

■ /'(x) < 0 en (xo - <5; xo) y f'(x) > 0 en (x 0 ; x 0 + 6), entonces x 0 es un minimo local, 

■ f'( x ) > 0 en (xo - 6\ x 0 ) y /'(x) < 0 en (x 0 ; x 0 + 6), entonces x 0 es un mdximo local. 

■ Teorema (Criterio de la derivada segunda) Dada lafuncidn /, dos veces derivable en x 0 , siendo 
/'(xo) = 0 , podemos afirmar: 

■ Si f"(x o) > 0, entonces f(x 0 ) es un minimo local, 

• Si /"(x 0 ) < 0, entonces /(x 0 ) es un mdximo local. 

En el caso de funciones que verifiquen /"(x 0 ) = 0, esle criterio no decide la exislencia de exlremo 
local, para ello hemos de recurrir al criterio anterior o a un criterio mds general que esludiaremos en la 
Secci6n 5.5. 

■ Ejemplo 4.26 Para hallar los punlos criticos de la funci6n /(x) = (x + 3)(x - 2) -1 , derivando e 
igualando a cero, 

f'(x) = 4(x + 3)(x - 2) 3 + (x - 2)' 1 = (x - 2) 3 (5x + 10) = 5(x - 2) 3 (x + 2) = 0, 

luego los puntos criticos son x = 2 y x = —2, por lo que aplicando el criterio de la derivada primera 

tenemos: 

■ si x < -2 es f'(x) > 0, es decir, estrictamente creciente en (-oo; -2), 

■ si -2 < x < 2 es f'(x) < 0, es decir, estrictamente decreciente en (-2; 2), 

■ si x > 2 es f'(x) > 0, es decir, estrictamente creciente en (2; +oo), 

por tanto la funci6n posee un mdximo local en x = -2 y un minimo local en x = 2. 

■ Ejemplo 4.27 La funci6n g(x) = 3x - x 3 tiene por derivada g’(x) = 3 - 3x 2 y sus punlos criticos son 
x = ±1. Como es g"(x) = -6x, aplicando el criterio de la derivada segunda se tiene que 

■ 9" (-1) = 6 > 0, luego g presenta un minimo local en x = -1, 

■<?"(!)= -6 < 0, luego g liene un mdximo local en x = 1. 
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Extremos absolutos 

Se dice que la funci6n /(x) tienc en el punlo x 0 un mi'nimo absolute si se verifica que es /(xo) < /(x) 
para todos los valores de x del dominio de la funci6n, y tiene un maxima absolute si se verifica /(xo) > 
/ (x) para todos los valores del dominio. 

En el caso de una funcidn que estd definida en el intervalo cerrado (a; b\, los extremos absolutos de 
las funci6n pueden alcanzarse en los extremos del intervalo, es decir, en a y en b, en los puntos en que la 
funci6n no sea derivable o en los puntos criticos. 

■ Ejemplo 4.28 La funci6n f(x) = x 2 - 2x definida en [-2; 2], es derivable en todo el intervalo, por lo 
que los posibles extremos absolutos estin en los extremos del intervalo, es decir los puntos -2 y 2, o en los 
puntos criticos. Como es /'(x) = 2x - 2, el unico punto crilico es x = 1. Adcmis se tiene que 

/(-2) = 8, /(2)=0, /(1)-1, 

luego el m&ximo absolulo de la funci6n esli en x = -2 y vale 8, y el mfnimo absoluto de la funci6n esUi 
en x = 1, que es ademds mtnimo relativo, y vale -1. 


4.7. Estudio de la convexidad 


Se dice que una funci6n / es convexa en el intervalo /, cuando la recta tangente a la griilica en cualquier 
punlo de /, esti situada por debajo de dicha grifica en todo el intervalo /, salvo en el punto de langencia. 
Se dice que la funci6n es cdncava cuando las rcclas tangenles cst£n situadas por encima de la grilica. 

Eslas definiciones se correspondcn con la idea intuitiva de c6ncavo como "hucco” y convexo como 
figura "sin entranles”, basta para ello siluar cl ojo del espectador en cl punto -oo del eje OY y contcmplar 
la grifica; esle punto de vista es el habilualmente aceptado. 

Se dice que xo es un punlo de inftexidn de la funci6n / cuando la grilica de la funci6n cambia en x 0 
de convexa a cdncava o viceversa. En la Figura 4.8 puede observarse una funcidn que es convexa en un 
intervalo y cdncava en otro, con su correspondiente punto de inflexidn. 



En cl caso de funciones dos veces derivables el estudio de su convexidad cstd basado en el siguieme 
criterio. 

■ Teorema (Criterio de convexidad) Sea f derivable dos veces en un intervalo I. se tiene que: 

• si /"(x) > 0, Vx e /. ententes f es convexa en /, 

■ si f"(x) < 0, Vx e /, emonces f es cdncava en I. 
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Adcnrfs para quc un punlo x 0 sea dc inflcxrfn, si la funcidn cs dos veces derivable, no puede ser 
/"(x 0 ) > 0 ni }"(x o) < 0, luego una condici6n nccesaria para quc un punlo pueda ser de inflexion es que 
sea f"(x 0 ) = 0. 

■ Ejemplo 4.29 Si queremos dclcrminar los inlervalos dc convexidad y concavidad de la funcirin fix) = 
x b - 5x 4 , hallamos la dcrivada segunda y la igualamos a cero para esludiar el signo dc la derivada segunda 
en los dircrcnics inlervalos. Como }"{x) = 20x 3 - 60x 2 = 0 nos lleva a x = 0 y x = 3, lenemos que 


X 

(-oo; 0) 

_o. 

(0:3) 

3 

(3; +oo) 

J" 

- 


- 


+ 

m 

c6ncava 

t 

c6ncava 


convexa 


luego cl punlo x = 3 cs un punlo dc inflcxi6n y los inlervalos dc convexidad y concavidad cslin indicados 
en el cuadro. 

4.8. GrAficas de funciones_ 


El dibujo dc una grffica consisic en hacer un esbozo dc c6mo es la grffica de la funci6n ulilizando 
para cllo algunas dc las posibilidades csludiadas. Es deeir, no sc trala dc hacer un esludio pormenorizado y 
complcio como los que sc hacen como modelos de explicactfn, sino llcgar a conocer la grffica s6lo con un 
par de elemcnios esludiados, por ejemplo las asinloias y los exlrcmos relalivos, o los cortes con los ejes y 
el crecimienlo. 

Como modeloy para recordar lodos los aspeclos que pueden esludiarse para la construcci6n de grificas 
vamos a analizar y represeniar la funci6n del ejemplo siguienle. 

■ Ejemplo 4.30 Esiudiemos la funci6n /(x) = x(x - l) 2 . 

1. Dominio: 

El dominio de la funci6n cs R y ademds la funci6n es conlinua y derivable en loda la recta real por 
ser una funci6n polin6mica. La grifica serf por lanlo conlinua y suave. 

2. Cortes con ejes: 

Para x = 0 se obliene y = 0, por lo que la grffica corta al eje OY en el punlo (0,0), es deeir, en 
el origen de coordenadas. 

Para y = 0 rcsulla 0 = x(x - l) 2 , es deeir, x = 0 y x = 1, por lo que la grffica conarf al eje de 
abscisas en los punlos (0,0) y (1,0). 

Como es (x - 1 ) 2 > 0, lenemos que si es x >0 enlonces es y > 0, mienlras que si es x < 0 
enlonces es y < 0, por lo que la grffica de la funcidn esiarf unicamenle en los cuadranles primero y 
tercero del piano, lo que indicamos en la Figura 4.9 lachando los cuadranles en que no hay grffica. 


(1.0) 


Figure 4.9 El signo de la funcidn delimita los cuadrantes en que hay grffica. 


La funcidn no liene simeirias rcspeclo de los ejes ni es periddica. 
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3. Asi'nlolas: 

No existen asfntotas verticals porque la funci6n cs continua cn loda la rccla real. Adcm£s, como 
x —► ±oo =s> y —> ±oo, lampoco licne asfnioias horizontales. Para cstudiar si lienc asfnlotas 
oblicuas hallamos la posiblc pendiente 

m = lim = lim ——— = lim (x - l) 2 = +oo, 

x —► Aoo X x->±oo X x-nfcoo 

por lo que no posee asi'nlolas oblicuas, ya que la pendienleen “punios prdximos" a +oo y a —oo tiende 
a +oo. 

4. Punios crflicos: 

Igualando a cero la derivada primera obienemos los punios cn'licos dc la funcidn, unicos que 
pueden ser extremos relalivos: 

/'(x) = (x-1) 2 + 2x(x-1) = (x-1)(3x-1) = 0 =* x = 1 y x = i. 

5. Crecimienlo: 

Como la derivada primera es /'(x) = (x - l)(3x - 1), los intervalos de crecimienlo y de decre- 
cimienlo se oblienen de la siguiente labia: 


X 

(-00:3) 



1 

(i; +00) 

fix) 

+ 

0 

- 

0 

+ 

fix) 

crecienie 

mix. 

decrecienie 

min. 

crecienie 


6. Extremos locales: 

Pueslo que la derivada segunda es /"(x) = 6x - 4, calculando su valor en los punios criticos 
lenemos que 

/"(j) = — 2 < ° => miximoen 

/"(1)=2>0 => mi'nimoen (1,0), 

si bien estos extremos relalivos se deducen claramenle del cstudio del crecimienlo. 

7. Convexidad: 

Como la derivada segunda /"(x) = 6x-4 seanulaen x = §, posible punlo de inflexion, hacemos 
el esiudio de la convexidad-concavidad con la siguiente labia: 


X 

(-00; §) 

2 

3 

ib+oo) 

fix) 

- 

0 

+ 

fix) 

edneava 

inflexion 

convcxa 


8. GrSfica de la funcidn: 

Con los daios hallados podemos construir la grtffica pedida que es la que aparece en la Figura 4.10. 



Flgura 4.10 Grdlica de la funcidn }(x) = x(x - l) 2 . 
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Problemas Resueltos 


► 4.1 Aplicando la dcfinicidn de derivada h^llcse la derivada de la funcidn/(x) — senx 

RESOLUCI6N. Sc liene quc, cn un punlo cualquicra x, es 


f'(x) = lim - 
J v ’ ft—*o 

= lim - 


- = [o|=a- 

sen x( 1 - cosh) 


sen x cosh + cos x sen h - turn x 


ya quc cl primcro dc cslos h'milcs es igual a 1, como sc ha visio cn el Problcma rcsuclto 3.6, y el segundo 
es nulo, vdasc cl Problcma propucslo 3.6. 


I ► 4.2 La funcidn f(x) — e^ 7 no csl3 dcfinida cn x = 0. Dclcrmi'ncse cl valor /(0) para que la funcidn resulie 
coniinua. Para cse valor, ^rcsulta /(x) derivable cn x = 0? 

RESOLUCI6N. Para quc la funcidn / sea continua en 0, calculamos el limile 


lim /(x) = lim e^ 7 = e 




7 = 0 


y debemos clegir /(0) = 0 para que el limile coincida con el valor de la funcidn en el punlo. 
Para ver si la funcidn 

f( x ) = I eJ, six/0, 

H ’ (0, si x = 0, 

es derivable en x = 0, calculamos las derivadas lalerales: 


A(0) = lim -;-= lim —— = lim = — • 

h-> 0 + ft ft—*0 + ft ft—*0 + e t7 LocJ 

ulilizamos la regia de L'Hopiial para quitar la indeterminacidn y simplificando queda 

4(0) = lim —j-2I— = lim - = 0 

+ ft - 0+ e* (^) 2e * +oc 

y an£logamenle 

4(0) = lim -—;—- = lim 

h-> o- h ft—*o - h 

por lo quc las derivadas lalerales coincidcn y, al ser continua cn 0, es derivable; su derivada es /'(0) = 0. 
lo quc indica que en el origen liene tangentc horizontal. 


I ► 4.3 H£llcnsc las ccuaciones de la tangente y la normal a la curva 9x 2 + 4jr = 36 en el punlo .4(0.3). 

RESOLUCI6N. La ccuacidn de la recla quc pasa por el punlo A(a, b) y liene por pendienle m. es 
y-b = m(x - a). 

Para que esla recta sea tangente a la curva cn cl punlo A, su pendienle debe ser la derivada en ese punlo. 
es decir, 

m = /'(0) 
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y como la curva dada 9x 2 + 4 y 2 = 36, despejando, represen la a las funciones 


y la que coniine al punto 4(0,3) es la correpondiente al signo +, cs decir, 
V = f(x) = \V 36-9x 2 , 


cuya derivada es 


/'(*) = ; 


tenemos que en el punto 4 es /'(0) = 0, por tanto la pendiente debe ser 
seri 


y - 3 = 0(x - 0), 


0, y la recta tangcnte cn A 


es decir, la recta horizontal y = 3. 

El resultado era de esperar, ya que la curva dada es la elipse centrada en el origcn que, dividicndo por 
36, (iene por ecuaci6n 



y el punto (0,3) es un punto de cone con el eje OY, que tendri tangente horizontal. 

La recta normal a la curva en A tendri por pendiente m„ verificando que m„ = =£■, por lo que seri 
m„ = oo, es decir, la recta vertical que pasa por 4(0,3), su ecuaci6n seri entonccs x = 0. 


I ► 4.4 Dada la funci6n / definida en R con valores reales, (al que /(x) = e 1 - sen 2x, calculcse la derivada 
n-6sima. 

RESOLUCldN. Derivando obtenemos que 

/'(x) = —e~ x - 2cos2x = -e~ x - 2sen (2x + §), 
sin mis que tener en cuenta que cost* = sen(a + f). Derivando nuevamente obtenemos 
f"(x) = e~ x - 2 2 cos (2x + f) = e" 1 - 2 2 sen (2x + 2f). 

Derivando sucesivamente 

/'"(x) = - e~ x - 2 3 cos (2x + 2|) = -e~ x - 2 3 sen (2x + 3f), 

/ <4) (x) = e _I - 2 4 cos (2x + 3§) = e~ x - 2 4 sen (2x + 4f). 

La derivada n-6sima seri entonces 

/ (n) (x) = - 2 n sen (2x + nf). 

La demostraci6n de que £sta es la derivada rt-isima debe hacerse por induccidn sobre n. La f6rmula cs 
cierta para n = 1, y si lo fucse para k - 1, es decir, 

/ (fc-1) (x) = (-l) fc-l e -i - 2 k '~ 1 sen (2x + (k - l)f), 


derivando obtenemos 

/ (fc) (x) = (-l) fc e _I - 2 fc cos (2x + (k - 1)^) = (-l) fc e _I - 2 fc sen (2x + ), 

que prueba que seria tambiin cierta para k. 
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HI hecho de que la formula de la dcrivada n-dsima sea eicrta para n = I, y si es eicrta para el ndmero 
natural k - 1, lo sea para k, prueba por el principio de indueeidn que la formula c» vdlida para to do ndmero 
natural n. 


I ► 4.5 Sabicndo que / y <y son derivables y que /(l) = 1, ff(l) = 2, /'(l) = :ty {/(l) = 0, deternifneiwe 

(®o/)'(!), (/‘>®)'(i)y (/«/)'(*)• 

RESOLUCI6N. Aplicando la regia de la cadcna sc tienc: 

(9 o /)'(1 ) = </'(/( 1 ))■/'( 1 ) = </'( 1) ■/'(!) = 0 • 3 = 0. 

(/ofl)'(l) = /'(</(!)) ■ </0) = /'(2) V(l) = /'(2) ■ 0 = 0, 

(/° /)'(!) = /'(/(!)) • /'(l) = /'(l) /'(l) = 3 ■ 3 = 'J. 


I ► 4.6 Sabicndo que / es una luncidn derivable, hdllcnsc 

a) ±[f(y/T- T^)], b) ^ . 

RESOLUCI6N. Aplicando la regia dc la cadcna se ticnc que 


W- 


2 + (/(*)f = 


V 2 +(/( J 

1 

2^/2 + (/(*)r 


= ^(2 + (/W) ! ) 


• (2/(*)/'(x)) = 


\/2 + (/( x)) 2 


► 4.7 Demudstrense los teoremas del valor medio dc Lagrange y de Cauchy. 

RESOLUCibN. Para dcmoslrar cl tcorema del valor medio de Lagrange, dada la funcion / continua en 
(a; 6) y derivable en (a; b), basta considerar la funcidn 

F(x) = (b- a)f(x) - [f(b) - f(a)}x 

quecs lambidn continua en [a; 6] y derivable en (a\b), ademas verifica las condiciones del (eoremade Rolle. 
pues es F(a) = F(b), ya que 

F(a) = (b- a)f(a) - ( f(b) - /(«)]a = bf(a) - a/(6). 

F(b) = (b- a)f(b) - |/(fc) - /(a)|6 = bf(a) - a/(6), 

por lo que el (eoremade Rolle garantiza la existenciade al menus una € (a; b) tal que F"(a) =0, esdecir, 
F'(a) = (b- a)f'(a) + |/(6) - /(«)) = 0, 



dedonde 
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/'(“) = 


m ~ /(«) 

b - a 


Para dcmoslrar cl tcorema del valor medio de Cauchy, siendo f y g funciones conlinuas cn (a; b] y 
derivables cn (a; b), sc considcra la funci6n 


G{x) = fo(b) - g(a)\J(x) - [/(b) - J(a)\g(x), 


que es conlinua cn (a; b| y derivable cn (a; b), verificando que G(a) = G(b ), por lo que aplicando d tcorema 
de Rollc a esta funcidn se ticnc que cxiste a € (a; b) tal que G'(a) = 0, es decir, 

lff(b) ~ 9( a )lf'( a ) ~ [/(6) - f(a)W(a) = 0. 


► 4.6 Sea f(x) = ln(5 - z 2 )yclinicrvalo[-2;2|.tSonaplicablcsloslcorcmasdcRollcydcLagrangc?Encaso 
afirmativo, hdllese cl valor intermedio para cl que se cumplc cl tcorema. 


RE80LUCI6N. La funcidn / esti definida para los valorcs reales tales que sea 5 - x 2 > 0, es decir, cn el 
inlervalo (-y/S; V^5). 

En esc inlervalo / es conlinua y derivable. Como el inlervalo [-2; 2] csti contenido en el inlervalo 
(— v^5; v/5), results que / es conlinua cn [—2; 2j y derivable cn (-2; 2); para que se cumplan las hipdtcsis 
del tcorema de Rollc falta comprobar si /(-2) = /(2), y al ser 

/(-2) = In (5 - (-2) J ) = ln(5 - 4) = In 1 = 0, 

/(2) = ln(5 - 2 2 ) = ln(5 - 4) = In 1 = 0, 


es aplicable cl leorema de Rolle. 

El leorema de Rollc garantiza la existencia de un valor intermedio a e (-2; 2) en el que f(n) - I). 
Como es 


resulta que de J'(a) = 0 obtenemos -2a = 0, por lo que a = 0 es cl valor que anula la dcrivada. 

Puestoquc / es conlinua cn [-2; 2| y derivable en el inlervalo (-2; 2), es aplicable el tcorema del valor 
medio de Lagrange o de los incremcntos finitos, que nos garanliza la exisiencia de un valor a e ( 2; 2) tal 
que 

m-n-2) 

2 -(- 2 ) JK 


pero al ser /(2) = /(-2), queda f(a) - 0, que coincide con la alirmacidn del leorema de Rolle, ya que 
isle es un caso particular del leorema de Lagrange cn el que f(a) = /(b), y cntonccs la cucrda que unc los 
punios (a, /(a)) y (b, /(b)) es horizontal, es decir, con pendicnic nula. 


I ► 4.6 


Utillccsc cl leorema del valor medio de Lagrange para dcmoslrar que 


5 


>/26 < 5 + 


10 


RE80LUCI6N. Considcramos la funcidn J(x) - y/x, definida en cl inlervalo [2. r >; 26|. Esla funcidn cs 
conlinua y derivable, por lo que vcrifica las condicioncs del leorema del valor medio. Como es /'( j ) - ^ 7. 
esie leorema asegura que cxisle al me nos un valor a € (25; 26) tal que 


/(b) - /(a) 


= /'(«»). 


es decir. 


y/26 >/25 

26 25 


2s/rt’ 


b 
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de donde resulta que \/26 = 5 + 57^* con Q e (25; 26). Como 


v/36 > n/q > v/25 


1 1 1 

v/36 n/5 v/25’ 


tenemos que 

1 „ 1 p 1 
5 + —— < 5 + ——< 5 + — / — 
2 v/36 2y/a 2^25 


!► 4.10 Analicese si el teorema de Cauchy es aplicable a las funcioncs /(x) = x 2 - 2x + 3 y ^(x) = x* - 7x 2 + 
20x - 5 en el inlcrvalo (1; 4] y, en su caso, aph'quese. 


RESOLUCI6N. Las funciones /(x) y g(x) son con(inuas y derivables en (1; 4] por ser polin6micas, ademis 
esg(l) ^ ff(4), yaquep(l) = 9y g(4) = 27, y esp'(x) ^ 0 para todo x real, ya que 

ff'(x) = 3x 2 - 14x + 20 

y la ecuaci6n 3x 2 - 14x + 20 = 0 no tiene soluciones reales porque su discriminante es 


A = 6 2 - 4ac = 196 - 240 = -44 < 0. 


Por tanto, es aplicable el teorema de Cauchy que garantiza la existencia de, al menos, un valor inier- 
medio a € (1; 4) verificando que 

m - /(l) /'(<*) 

fl(4)-fl( 1) g'(a)' 

Para calcular a sustituimos por sus valores y tenemos que 

11-2 2a - 2 

27-9 ~ 3a 2 - 14a+ 20’ 

que operando es 

3a 2 - 14a + 20 = 4a - 4, 
de donde es a 2 - 6a + 8 = 0 y resolviendo queda a = 2 y a = 4. 

Por tanto el valor dado por el teorema es a = 2 que pertenece al intervalo (1; 4), ya que a = 4 no esta 
en ese intervalo. 


4.11 Aph'quese el teorema de los incrementos finitos al c£lculo aproximado de \/403. 

RESOLUCIbN. Si queremos hallar un valor aproximado de \/403 de forma sencilla, consideramos la fun- 
cidn f(x) = y/x en el intervalo (400; 403] quees continua y derivable, luego la formula de los incrementos 
finitos nos dice que 

/(403) = /(400) + 3 • /'(c), siendo c € (400; 403). 

Comoes /'(x) = queda 

\/403 — \/400 + 3 • -para algun c e (400; 403). 

27 c - = io = °’ 025, 


Pero aproximadamente es 
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lucgo 


>/403 = >/400 + 3 • — P : 

2 v r 


20 + 3-0,025 = 20,075. 


El valor quo obienemos con una calculailora cs 20,0748590. 


► 4.12 Demulslrese que la ccuaci6n I + 2x + 3x 2 + 4x 3 = 0 ticnc una linica solution. Dctcrmincsc un inlcrvalo 
de longitud mcnor quc 1 donde sc pucda ascgurar que esti dicha soluciOn. 

RESOLUCI0N. Por ser una ccuacidn cubica con coclicicntcs rcalcs licnc al mcnos una raiz real. Dcmos- 
tremos que esta ccuaci6n no liene dos rufces reales por reducci6n al absurdo. Si la ecuaci6n 1 + 2x + 
3x 3 + 4x 3 = 0 luviesc dos rafces dislinlus, x 0 yxi, siendo por ejemplo x 0 < X|, al considerar la funci6n 
/(x) = 1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 serfa 

/(x o ) = /(x,)=0. 

y como la funci6n / es continua y derivable en loda la rccla real, por ser unu funcidn polin6mica, podriamos 
aplicarel teorema de Rolle al intervalo [xo, X|] y entonces cxistirfa un n e (xo:xi)tal que /'(o) =0. 

Pero /'(x) = 2 + 6x + 12x 2 = 2( 1 + 3x + 6x 2 ) no puede ser cero, ya que la ccuaci6n 1 + 3x + 6x 2 = 0 
no admite raices reales al lener discriminunlc negalivo: 

A = 9-24= -15 <0. 

El hecho de que la derivada no se anule cn ningiin valor esti en contradicci6n con la conclusion del 
teorema de Rolle, por lo que la hip6(esis de que exislan dos raices cs falsa. 

Otro mitodo para demoslrar eslo mismo consisle en utilizar la derivada primera para estudior el creci- 
miento de la funci6n /. VOase Problema resuelto 4.13. 

Vamos a delerminar un intervalo de longitud mcnor que 1, que conlenga la soluci6n. Como la funci6n 
es continua y lenemos que 


/(0) = 1 > 0 y /(—2) = -23 < 0, 

por el teorema de Bolzano exisle un valor a € (-2; 0) tal que /(a) = 0. Calculcmos el valor de / en cl 
punlo medio de esie intervalo: 

/(—1) = 1 - 2 + 3-4 = -2 < 0, 

por lo que la raiz esti en el intervalo (— 1; 0). 

Calculando 

lenemos que la raiz dada esti en el intervalo (-1; ^). 


4.13 La ecuacidn e 1 = 1 + x liene una raiz que es x = 0. Demuistrese que esta ceuaeiOn no puede tcner otra. 

RESOLUCI6N. Consideremos la funci6n f(x) = e 1 - 1 - x, quc es continua y derivable en loda la recta 
real. Su derivada 

/'(x) = e* - 1 

• es positiva si e 1 - 1 >0, es decir, si x > 0, y 
■ es negativa si e 1 - 1 < 0, es decir, si x < 0. 
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Por lanlo, / es estriclamenle crccienie para x > 0 y esiriclamele dccrccicnte para x < 0. Como es 
/(0) = 0, no puede haber ningun olro valor real x lal que /(x) = 0, por lo que la ecuaci6n e x - 1 - x = 0 
no liene m£s raiz que x = 0. 

Otra forma de hacer la demoslraci<5n es ulilizar el leorema de Rolle, v6ase el Problema resuclto 4.12. 


► 4.14 Encudntrese la falsedad del razonamienlo 
x 3 3x 2 


6x _ 6 

* cosx i->o+ - sen x 


RESOLUCldN. Se ha aplicado incorreclamenle la regia de L’Hopital pues en el ullimo paso se ha tratado 
el li'mite como indelerminado cuando realmenle no lo es: 

lim - [21 L - H Um - [21 '■-* lin, -2i- - 2 

i-»o+l-cosx L°J x->o+senx [0J x->o+cosx 1 


I ►4.15 Calculese 




RESOLUCldN. El limite pedido es de la forma [oo - oo], operando tenemos que 
1 - e 1+I - 1 — x -e 1+x 


lim 


= lim 


\ 1 + x 1 -e 1+I ) x‘4'-i (1 + x)(l - e ,+I ) 

aplicamos ahora la regia de L’Hopital y lenemos 

-e 1+I - 1 


i (1 +x)(l -«>+*) ‘ 


lim [ —!--—| = lim — 

x-t-i \ i + x i-e 1+i y X-.-H- 


e 1+x - (1 + x)e 1+I x-»-i 1-e 1 + i (2 + x) 

i -2 r-2i 


1 - e°(2 - 1) 1-1 [ 0 J’ 

nos cncontramos con una indeterminaci<5n de la forma [£] que nos obliga a calcular los limites laterales. 
El limite por la izquierda es 

J?.-(l+x 1 — e l+x ) ~ x-l'^i- 1 - e 1+I (2 + x) 


' 1 -e°- ■ 1- 1-1-1- 1 - r 




ya que si x -> -1 es 1 + x -> 0“ y e 
El limite por la derecha es 


J?.+ (l+» l-e 1+i ) xi?™+ 1 -e‘+ I (2 + 


(2 + x) 


1 - 1 + 1 + 1-1 + 


yaquesi x -> -1+ es 1 + x -> 0+ y e‘+ 
Por tanto el limite pedido no existe. 
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► 4.16 Determfnense I os Ifmilcs 


a) lim (-1 + cosx)“ nx , b) lim ———. 
X-»2w X->+TO 5 X - 7 X 

RES0LUCI6N. a) Sc tiene que 

Jun^-l + co8x)“ nx = [0°| = e 1 *™. . a .l« nx M-1 +«.x)| 
Hallemoa el Ifmite del exponente 

ln(-l +coax) _ rooi l[h 


lim [aenx• ln( — 1 +cosx)] = [0■ oo] = lim - 
sen 3 x 


= lim 


-*2w cosx(-l + cosx) 
3 sen x cos x I 


• 091 .: 


| lm 

-2ir 

3 sen 2 x cosx 


-*2w senx - 2senxcosx 


x'^ir 1 - 2 COSX 1-2 

luego el Ifmite pedido serf 

lim (-1 +cosxr ni = e '«". x '»(-■+'» X H = e ° = 1. 

x-*2w ' 

b) En el denominador hay una indeterminaci6n [oo - oo], pcro dividiendo numerador y denominator por 
7* resulta „ , 

5 X + 7 X ^ yt 7 .. (f) + 1 . 

xilTcc = xilTcc = l,m (f)^ = - 1 ’ 

ya que 

lim = lim e lto ^ = lim e _xln ^ = e -oc = 0, 

x-+® \7/ *-*+» x -+~ 

porser In g > 0. 


!► 4.17 Encudntrese la rclaci6n que deben verificar ay 0 para que sea 



RE8OLUCI6N. Como 



calculamos el Ifmite del exponente: 


- £ 




~w 


IT 

6(0 - 


- 0 ) 


(2+ a) (2 + f) 


-+<* (2x + o)(2x + 0) 

= 5 («» - 0h 
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luego el li'mile del enunciado vale Igualando a 7r rcsulla 5 (a — fi) — In ir y por lanlo la rclacidn 

buscada enlre a y P es a - 0 = j In n. 


!► 4.18 Calculcnse las asi'nlotas y los exlremos relatives de la funci6n 


RESOLUCldN. La funci6n esl4 definida y es continua y derivable en lodos los valores reales excepto en 
i = l que anula el denominador. 

Veamos si liene asintota vertical en x = 1. Para ello calculamos los li'mites laterales 


= 3 + — = -oo, 


( 3i \ 3 

lim ( 3x +-- ) = 3 + — = +oo, 

x->i+ \ x - 1 J 0+ 

luego la recta x = 1 es una asintota vertical por ambos lados. 

Veamos si tiene asintotas horizontales. Para ello calculamos los li'mites 

.. 3x \ 3x 2 3x -oo 

1 3 * + J - — = .i!?.ITT - T^O = 

/„ 3x \ 3x 2 3x +oo 

lim 3x +-- = lim -- = lim - r = -—- = 

x-+°o V X - ly x-H-oox-1 x-H-oo 1 _ I 1-0 

por tanto no tiene asintotas horizontales. 

Si la recta y = mx + n fuese asintota oblicua de la funci6n, deberia ser 


la pendiente de esta recta, con m / 0 (horizontal) ym / ±oo (vertical), y 


n = jim (y - mx) 


la ordenada en cl origen dc la recta. 
Para ello calculamos los li'mites 


in = 


lim y 

x-H-oo X 


m = lim - 




_2£_) 

x(x-l)J 

-JZ-) 

x(x- 1 )) 


= 3 + 0 = 3, 
= 3 + 0 = 3, 


por lo que hay asintota oblicua de pendiente m = 3 cuando x tiende a +oo y lambitin hay asintota oblicua 
con la misma pendiente cuando x tiende a -oo. 

La ordenada en el origen para la asintota en +oo es 


n = ^]irn^(j/ - mx) 
y para la asintota en -oo es 

n = jim^(i/ - mx) 


lim f 3x -I —- 3x^ = lim 3l =3 

x-+ocV X — 1 y x-H-oox-1 

lim (sx + —^-3x^ = lim 3j - 3. 

x — ooV X 1 J x — ocx-1 
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Por lanlo la misma recta y = 3x + 3 es asfniola oblicua para +oo y para -oo. 

Para calcular los extremos relalivos de la funcidn hallamos la derivada primcra 

■ > n , 3(x - 1) — 3x -3 3(x — l) 2 - 3 3x(x-2) 

V ~ (x-l ) 2 (x-l ) 2 (l-l ) 2 (l _ 1)2 

y de y' = 0 oblenemos x = 0 y x = 2, que son los punlos crflicos, unicos que pueden ser mfnimo o miximo 
relativo. 

Hallando la derivada segunda 

„ 3 • 2(x — 1) 6 

V ~ (x - 1)4 ~ (x- 1)3 


y calculando los valores de y" en los punlos crflicos, oblenemos 


y"{2) = £ = 6 > 0, 


miximo en el punio (0,0), 
mfnimo en el punio (2,12), 


ya que y( 0) = 0 e y(2) = 12. 


!► 4.19 Calculense los inlcrvalos de crccimienlo y de decrecimienlo y los mfnimos y miximos de la funcion 
/(x) = + (jj; 


RESOLUClbN. Puesio que la funcidn / es una funcidn polindmica, esti dcflnida en loda la recta real, 
donde es conlinua y derivable infiniias voces, por lo que podemos ulilizar cl criterio de la derivada primcra 
para cl esiudio del crccimienio-decrccimicnto. La primcra derivada es 

}'(x) = x 2 - 51 + 6 = (i - 2)(i - 3), 

por lo que de /'(x) = 0 oblenemos los punlos crflicos x = 2 y x = 3. 

■ Si es x < 2 es f'(x) = (x - 2)(x - 3) > 0, 

■ si es 2 < x < 3 es f'(x) = (x - 2)(x - 3) < 0, y 

• si es x > 3 es /'(x) = (x - 2)(x - 3) > 0, por lanlo la funcidn /(x) es 

crecienle en (-oo;2) U (3; +oo) y dccrecicnlc en (2; 3). 

La derivada segunda es /"(x) = 2x - 5, y como /"(2) = -1 < 0, hay un miximo relalivoen el punio 

de abscisa x = 2, cuya ordenada es /(2) = cs decir, un miximo relalivo en el punio (2, ^)- Como 

/"(3) = 1 > 0, hay un mfnimo relalivo en el punio de abscisa x = 3 y ordenada /(3) = |, es deeir, un 
mfnimo relalivo en (3, |). 

Podfamos haber cviiado cl uso de la derivada segunda con solo anali/ar cl signo de la derivada primcra. 
que en x = 2 pasa de crecienle a dccrecicnie, luego prcscnla un miximo relalivo y en x = 3 pasa de 
decrccicnlc a crecienle, luego exisic un mfnimo relalivo en esc punio. 


!► 4.20 Deiermfnense los extremes relalivos de la funcidn 

f(x) = 
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RESOLUClbN. Calculemos la derivada primcra 

_ (1+3i 2 )(1 - 2x) - (x - x 2 )6x 1 - 2a; - 3x 2 

(1 + 3x 2 ) 2 (l + 3x 2 ) 2 ‘ 


Puesio que el denominador es siempre posilivo, igulamos a cero el numerador y, de 1 - 2x - 3x 2 = 0, 
obienemos las raices x = -1 y x = g, que son los puntos criiicos. 

Dado que la derivada scgunda puedc no tener una expresi6n scncilla, csludiamos los inlcrvalos de 
creciiniento y de dccreciinicnio sin mis que faclorizar 


/'(x) = 


-3(x+l)(x-l) 
(1 + 3x 2 ) 2 


y completar el siguicnle cuadro; 



(-OOJ-1) 

-1 

(-i; 5) 

1 

3 

(3; +«) 

_L_ 

- 

0 

+ 

0 

- 

f 

decrecicnte 

minimo 

creciente 

miximo 

decreciente 


luego la funci6n posee un minimo relativo en x = -1 y un miximo relativo en x = 


!► 4.21 Se pretende fabricar una lata de conserva cih'ndrica con lapa de un litro de capacidad. ^Cuiles deben ser sus 
dimensiones para que se ulilicc el minimo posible de metal? 


RESOLUClbN. Si la lata cih'ndrica tiene por altura h y radio de la base r, y su volumen es un litro, o un 
dm 3 , es V = nr 2 h = 1, de donde obienemos la altura en funci6n del radio, en deci'metros, para que el 
volumen sea un litro: 

El ire a total esti formada por el irea lateral y las dos tapas, y es 


A = 2irrh + 2 irr 2 = 


j + 2 nr 2 = —l- 2nr 2 , 


habiendo sustiluido cl valor de h para tener una funci6n de r. Se trala de hacer minima la funci6n ^l(r) = 
j: + 2^r 2 . Derivando obienemos 


A'(r) = — + 4nr = 


-2 + 4 irr 3 


e igualando a cero la primera derivada, A'(r) = 0, obienemos -2 + 4 irr 3 = 0, de donde r = 
unico punto critico. 

Calculando la derivada segunda 

A"(r) = ±+4n 

y particularizando para r = -j^= obienemos 


es el 


A" = — + 4n = 87 t + 4n = I2ir > 0, 

TH 

por lo que la funcidn A(r) tiene para r = -^= un minimo relativo, es decir, el irea de la lata es minima 
para un radio 

r = .— dm — 0,542 dm 

V2n 
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1 v/4^ ,/T 

h= — = - 1 — dm = U-dm ~ 1 ,( 

lo que sucede cuando la altura es igual al diimclro de la base. 


!► 4.22 Estudiese la convexidad y la concavidad de la funcidn y = e 1 . 

RESOLUCI 6 N. Para estudiar la convexidad y concavidad de la funcidn dada, que cs derivable infinitas 
veces en toda la recta real, debemos calcular la derivada segunda: 

y = e~ x> 
y' = - 2xe~ zi 

y" = - 2e~ z1 - 2xe ~ z2 • ( -2x ) = 2e~ l2 (2x 2 - 1 ) = 2e~ xl (\/2x + l)(\/ 2 x - 1 ), 
por tanto y" se anula en los valorcs x = ^, y el estudio es el siguicnle: 

■ si x € (-oo; ) es y" >0 porquc de los ires factorcs de y", es e~ x >0 para todo x, y los otros dos 

factores son negativos, 

■ si x € ( 75 1 ) es < ^ P ort l ue d factor \/2x — 1 es negativo, siendo positivos los otros dos, 

■ si x € +oo) es y" > 0 porquc de los ires factores de y" son positivos. 

En resumen, la funcidn es convexaen (-oo; U (^; +oo) y cdncava en (^i; ^-). En los puntos 
x = ^iyx = ^la funcidn tiene puntos de inflexion, pues cambia de convexa a cdncava y de cdncava a 
convexa, respectivamente. 


!► 4.23 Estudiense los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y de convexidad y concavidad de la funcidn 
y = x 3 - 6 x 2 + 9x - 8 . 


RESOLUCI 6 N. La derivada primera es y' = 3x 2 - 12x + 9 = 3(x - l)(x - 3) y el estudio del crecimiento 
y decrecimiento csta dado por el siguiente cuadro: 



(-oo; i) 

~r 

(i;3) 

3 

(3;+oo) 

y' 

+ 

0 

- 

0 

+ 

y 

creciente 


decreciente 


creciente 


Luego la funcidn es creciente en (-oo; 1) U (3; +oo) y decrcciente en (1; 3). 

La derivada segunda es y" = 6 x - 12 = 6 (x - 2), por lo que dsta scri posiliva si x > 2 y negaliva si 
es x < 2 , asique la funcidn es cdncavaen (-oo; 2 ) y convexaen ( 2 ; +oo). 


!► 4.24 Determinense los valores de A y B para que la funcidn /(x) = Ay/$x + 3 + B\/x - 1 tcnga un punto de 
inflexidn en el punto ( 2 , 8 ). 

ReSOLUC| 6 n. Comoes /(x) = /l(3x + 3)i + B(x - 1) i, derivando dos veces tcncmosquc 
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^f3x + 3)-l - -(x - 1 )"* 

-9.4 B _ -9/4(x - - B(3x + 3)x/3x + 3 

“ 4(3x + 3)\/3x + 3 4(x - 1) A - 1 4(3x + 3)(x - l)\/3x + 3\/x - 1 

Para que la funcibn lenga un punlo de inflcxibn en x = 2, debe ser /"(2) = 0, es decir, debe scr nulo 
el numerador particular! zado en 2, resultando 

-9/4 • 1 -VT - B • 9 • n/ 9 = 0, 
o bien -9/4 - 27B = 0, es decir, - /4 - 3B = 0. 

Por oira parte, el valor de la funcibn en x = 2es/(2) = 8, por lo que scrb 8 = /4\/3 • 2 + 3+B\/2 - 1, 
es decir, 8 = 3/4 + B. 

Resolviendo el sistema formado por ambas condicioncs 

-A - 3B = 0 \ -3/4 - 9B = 0 \ -3/4 - 9B = 0 \ 

3/4 + B = 8 J 3/4 + B = 8 J -8B = 8 J 

se licnc que es .4 = 3 y B = -1. 


y que 

/"(x) = 


!► 4.25 Represbnlesc la funcibn y = x - 3 + 
RESOLUCI6N. La funcibn 


y = x - 3 + - 


1 


2 - 5x + 7 
x — 2 


no esth delinida en x = 2, y en los dcmbs punios de la recta real es continue y derivable por scr cocicnte de 
funcioncs polinbmicas. 

Para cstudiar los cones con los ejes, hacemos x = 0, y es y = -3 - 5 — -5, por lo que (0, =£) 
es el punlo de cone con cl cjc OY. Hacicndo y = 0, debe scr x 2 - 5x + 7 = 0, pcro esta ccuacibn no 
licnc solucibn por scr A = 25 - 28 = -3 < 0, por (anio la grbfica no corlu al cjc de abscisas, y cntonccs 
x 2 - 5x + 7 es sicmpre positivo, por lo que cl signo de la funcibn Serb 

■ six>2, csx-2>0y cntonccs y > 0, 

■ six<2, csx-2<0y cntonces y < 0. 

La funcibn nocs par ni impar, por lo que no licnc simcirfa rcspccto al cjc OY ni rcspccto del origen. 

A coniinuacibn vamos a cstudiar las asfnioias. Para ver si licnc asfniola vertical en el punlo x = 2, 
calculamos los Ifmilcs latcrales 

.5? = ,“? ( I -' 1 + 7T2)= 2 - :, + F i r2 = - 1 + F'“~' 

,5.“O' (■" :1 + r32) =2 -'' , + F i r2“- 1 + fff = + "' 

por (anio, hay asfniola venical, que es la recta x = 2; a la izquierda de 2 la grbfica liendc a -00 y a la 
dcrccha de 2 liendc a +00. 

Para ver si licnc asfnioias hori/.ontalcs calculamos los Ifmilcs 


= lim ( x - 3 + — l — ) = ±00 - 3 + = 

x-.±oo \ x - 2/ ±00 


que por no scr finilo ninguno de cllos, no hay asfniola horizontal para +00 ni para -00. 
Para ver si licnc asfnioias oblicuas calculamos las posiblcs pendientes 
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y ordenadas en el origen 

n = Mm (t/(x) - mx) = jim ^x - 3 + - - - x^ = Mm ^_3 + _L_^ = _3 t 

por lo que la recta y = x - 3 es asfntota oblicua para x tendiendo a -oo y para x (endiendo a +oo. 
Veamos si la asfntota oblicua corta a la grdfica de la funci6n, para ello deberd ser 


de donde = 0, que no tiene solucidn, por lo que no se cortan en ningun punto. 

Estudiemos ahora los extremos relativos. A partir de la derivada primera 

, 1 (x - 2) 2 - 1 x 2 - 4x + 3 (x-l)(x-3) 

V ~ ~ (x - 2) 2 “ (x - 2) 2 “ (x - 2) 2 (x - 2) 2 ’ 

haciendo y' = 0 obtenemos los puntos crfticos x = 1 y x = 3. Si calculamos la derivada segunda 

" - 2 
V “(x-2)3 

y particularizamos en esos puntos, obtenemos 
2 

y (1) = — = -2 < 0, luego mdximo relativo en (1,-3), 

2 

t/"(3) = y = 2 > 0, luego mfnimo relativo en (3,1), 

ya que es t/(l) = -3et/(3) = 1. 

Con los datos que tenemos ya podemos dibujar totalmente la grdfica de la funci6n dada y obtenemos la 
de la Figura 4.11. 



Figure 4.11 Grdlica de la luncidn del Problema 4.25. 

Como complemento de la represeniaci6n grdfica vamos a estudiar cl crecimicnto-decrecimiento y la 
convexidad-concavidad, que nos servirSn para comprobarque la grdfica esti correctamente realizada. 
Estudiando el signo de la derivada primera, como es (x - 2) 2 > 0, si x / 2, tenemos que 
■ si es x < 1, es y' > 0, 
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■ si es 1 < i < 3, x / 2, es y' < 0, 

■ si es i > 3, es y' > 0, 

por lanlo la funci6n es crecienle en (-oo; 1) U (3; +oo) y decrecienle en (1; 2) U (2; 3). 

Esludiando el signo de la derivada segunda, lenemos que 

■ si es i >2, es y" > 0, 

■ si es x < 2, es y" < 0, 

por lanlo, la funcidn es cdncava en (-oo; 2) y convexa en (2; +oo). 

De la observacidn de la figura se deduce que la grdfica es simdtrica respeclo del punlo (2, -1). 

|- x 4 - 2x 2 

!► 4.26 Represdniese la funcidn /(x) = —p. 

RESOLUCI6N. La funcidn 

. . _ x 4 - 2x 2 _ x 2 (x 2 - 2) _ x 2 (x + y/2)(x - y/2) 

HX) ~ x 2 -l " (x+l)(x-l) " (x + l)(x-l) 

no esld definida en x = ±1. En los demds valores reales es conlinua y derivable. 

El esludio del signo de la funcidn, leniendo en cuenta que es x 2 > 0, y los distinlos faclores, debe 
hacerse en los inlervalos siguienles, dondc indicamos cl signo de la funcion 


X 

( —oo; — v/2) 

(— v/2; -1) 

(-1; i) 

(i; v/2) 

(v/2;+oo) 

Six) 

posiliva 

negativa 

posiliva 

negaliva 

posiliva 


Pueslo que es /(x) = /(-x), la funcidn es par, y por lanlo simdlrica respeclo del eje OY. No es pues 
necesario hacer el esludio de la grdfica para valores negalivos de x. 

Estudiemos los cortes con los ejes. Si es x = 0 lenemos que y = 0, por lo que (0,0) es el unico corte 
con el eje OY, y haciendo y = 0 quedan los valores x = 0, x = v/2, x = - v/2, por lo que (0,0), (\/2,0) 
y (-v/2,0) son los punios de corle con el eje OX. 

Estudiemos si hay asi'niolas verticals en el punlo x = 1, para ello calculamos los h'miles lalerales 


lim /(x) = lim ^ ^ 

x 4 - 2x 2 

lim f(x) = lim —-—— 

J-H+ x 2 - 1 


1 - 2 
1 - - 1 
1 -2 
1+ - 1 


-1 

F = +00 ’ 
-1 _ _ 

0+ _ °°’ 


por lanlo la recla vertical x = 1 es asinlota, por la izquierda la funcidn liende a +oo y por la derecha a -oo. 
La recla x = -1 es lambidn asinlota vertical, por ser / funcidn sim^trica respeclo del eje OY. 

Para ver si liene asi'niolas horizonlales calculamos el limile 

ar 4 - 2x 2 x 2 - 2 +oo 

x-ilToo^ 1 ) = xil + oo X 2 - 1 = xilToo 1-r = ~Y~ = + 00 ’ 

por lanlo no hay asinlota horizontal cuando x —> +oo, y por simclria, lampoco cuando x —> — oo. 

Para ver si hay asi'niolas oblicuas calculamos el limile 


“ x(x 2 - 1) " 


que al ser infinilo indica que no hay asinloia oblicua cuando x lienede a +oo. Se trala de una rama parabd- 
lica, en que la pendienle de la curva va aumenlando indefinidamenle sin llegar a eslabilizarse. Por simeiria, 
lampoco hay asinlota oblicua cuando x liende a -oo. 
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Estudiemos el crecimiento y los extremos de la funci6n, para ello calculamos la derivada primera y 
obtenemos, operando 

X 2x(x 4 - 2x2 + 2) 

' W " (x 2 - 1)2 ’ 


y haciendo /'(x) = 0 resulta 2x(x 4 - 2x 2 + 2) = 0, de donde x = 0 es el unico punlo crilico. ya que la 
ecuaci6n bicuadrada x 4 - 2x 2 + 2 = 0 no tiene ninguna rai'z real porque su discriminante es negativo. 

Como son (x 2 - l) 2 > 0 y x 4 - 2x 2 + 2 > 0 para lodo x / 1, tenemos que 

■ six>0yx/l,es/'>0y por tanto es creciente la funci6n, 

■ si x < 0 y x / -1, es /' < 0 y por tanlo /(x) es decrecieme. 

Del esludio del crecimienlo-decrecimiento se deduce que en el unico punlo crflico, (0,0), la funci6n 
tiene un mfnimo relativo, siendo innecesario el esludio de la derivada segunda. 

Con el fin de realizar el dibujo de la grifica lo mis exacto posible, hallemos el valor de la funci6n cn 
algunos punlos auxiliares: 


Ya estamos en condiciones de dibujar la grifica pedida, que es la que aparcce en la Figura 4.12. 



Es evidente que la grifica tiene punlos de inflexi6n pr6ximos a ±2. Para dclcrminarlos cs prcciso cl 
esludio de la convexidad-concavidad. 

Calculamos la derivada segunda que, operando, es 


/"(x) = 


2(x 6 - 3x 4 - 2) 

(X 2 - l ) 2 


y los punlos de inflexion, igualando }"{x) a ccro, eslarin enire las solucioncs dc la ccuacidn x° - 3x 4 - 2 — 
0. Haciendo z = x 2 , debemos resolver la cubica z 3 - 3 z 2 -2 = 0, para ello considcramos la funcidn 
coniinua y derivable g(z) = z 3 - 3 z 2 - 2, cuya derivada primera es g'(z) = 3 z 2 -6z, e igualando a ccro 
y particularizando en la derivada segunda g"(z) = 62 - 6, obtenemos que (0, -2) cs un miximo relativo y 
(2, -6)esunmi'nimorelalivodelafunci6np(2),porloquecorlaalcjeOY en un sdlo punlo s 0 e (2; +oc). 
Procedemos ahora como en el Problema resuello 4.12, aplicando el leorema de Bolzano y mcdianic cl uso 
de calculadora. Como es g( 3) = -2 y g(4) = 14, la rai'z buscada esli en el iniervalo (3; 4). Como es 
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g( 3,1) = — 1,039 y <y(3,2) = 0,048, la rai'z esl4 en cl inlcrvalo (3,1; 3, 2). Comoes 19) = -0,000... 
y ff(3,20) = 0,048, esl4 cn cl inlcrvalo (3,19; 3,20). Como cs g( 3,195) = -0,009...y 3(3,190) = 
0,002..., la rai'z buscada z 0 esld cn cl inlervalo (3,195; 3,196), porjoque podcmos cscribir z 0 = 3,195... 
y cnlonces los punlos de inflexi6n cslardn en x = ± v /zo = ±\/3,195... ~ ±1,78... Como cs /(1,78) = 
1,71, los punlos de inflexi6n scr4n aproximadamcntc (1,78, 1,71) y (-1, 78, 1,71). 


!► 4.27 Rcpres6n(ese aproximadamenlc la grdfica de la funci6n 
/(*) = 


hallando asfnlotas, exlrcmos e inlervalos de crecimicnlo y decrecimicnlo. 


RESOLUCI6N. Lafuncidn 

x 2 

" I 2 - 3i + 2 _ (x - l)(x - 2) 

noesli definidaeni= 1 ni cn x = 2, y cs conlinuay derivable en lodos los demds punlos. 

Al no scr par ni impar, no tiene simetri'a respecto al eje OY ni respeclo al origcn. Para x = 0 es y = 0, 
y (0,0) es el linico punlo de corlc con los cjes. Si x € (1; 2) es /(x) < 0, y es posiliva para los demis 
valores de x, salvo para x = 1 y x = 2 en los que no cs(£ definida. 



Ffgura 4.13 Gr^fica de la funcidn del Problema 4.27. 


Para esludiar las asinlolas vcrlicales calculamos los h'milcs 

J!?.(x-lMx-2) = o7rnr ±0 °' l l J l » (x-lMx-2) ~ro° ± ”' 

por lo que las rcclas x = 1 y x = 2 son asinlolas vcrlicales. No es imprescindiblc hallar los limites laleralcs 
porque ya hemos esiudiado cl signo de la funci6n. 

Para las asinlolas horizonlales hallamos los limites 
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por lo que la recta y = 1 es asfntota horizontal cuando i tiende a +oo y cuando x liende a —oo. 

Si la grdfica de la funci6n se aproxima a la recta horizontal y = 1 al tender x a +oo y a -oo, no puede 
aproximarse a ninguna recta oblicua, por lo que no existen asintotas oblicuas. 

Veamos si la curva corta a la asfntota horizontal. Para ello debe ser 

1 = —^_, 

x 2 - 3x + 2 

de donde -3x + 2 = 0, y asf curva y recta se cortan para x = §, es decir, en el punto (§, 1). 

Calculando la derivada primera 


x(4 — 3x) 

J() (x - l) 2 (x - 2) 2 

e igualdndola a cero, obtenemos los puntos crilicos, x = 0yx = |, y como la funcidn es conlinua y 
derivable, con los puntos de corte que lenemos y las asintotas, podemos garantizar que en (0,0) la funcidn 
tiene un mfnimo relativo y en (g, -8) tiene un miximo relalivo, ya que /(g) = -8. 

Para esludiar el crecimiento, como (x - l) 2 y (x - 2) 2 son positivos si x / 1 y x / 2, lenemos que 

■ si x < 0, es /' < 0, 

■ si 0 < x < g, x ^ 1, es /' > 0, 

■ si x > |, es /' < 0, 

por tanlo la funci6n es creciente en (0; 1) U (1; g) y decreciente en (-oo;0) U (g; 2) U (2; +oc). 

Calculemos el valor de la funcidn en los puntos auxiliares x = -2 y x = 4 para haecr cl dibujo de la 
grdfica. Es /(-2) = g y /(4) = |. Procedemos a llevar al papel los datos que lenemos y resulta la grdlica 
de la Figura4.13. 

Como no nos han pedido expresamente los puntos de inflexion, no los vamos a ealeular, pero es claro 
que debe exislir uno en un valor proximo a -1 para que la curva se aproxime a la asfntota horizontal por 
debajo y sea edneava. En el caso de que se quiera hallar, el procedimiento de cdlculo aproximado es cl 
realizado en el problema anterior. 


!► 4.28 


Represdnlese grdficamente la funcidn y = Vx 2 + x + 1. 


RESOLUCI6N. El radicando x 2 + x + 1 no se anula para ningun valor real, porque cl diseriininantc de la 
ecuacidn x 2 + x + 1 es A = 1 - 4 = -3 < 0; como para x = 0 cl rad icando es po sitivo y x 2 + x + 1 es 
una funci6n conlinua, ser4 siempre positivo, por tanlo la funci6n y = \/x 2 + x + 1 es conlinua, posiliva y 
derivable en loda la recta real. Su derivada 

, _ 2x+ 1 

y 2\/x 2 + x + 1 

csid definida en todo R. 

El unico punto de corte eon los ejes es (0,1). Pueslo que la funci6n radicando es una parabola de eje 
de simetrfa x = ^ la funcidn y serd simdtrica respcclo de la recta x = ^. 

No puede haber asfntotas verticales ya que la funeidn dada es conlinua para todo valor real. No licne 
asintotas horizoniales, yaque no son finitos los li'mites 

jim \Jx 2 + x + 1 = +oc = +oc. 

Para esludiar si existen asfntotas oblicuas calculamos los Ifmitcs siguicnies: 


P 


\Jx 2 + X + 1 








vr = -i. 
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Hay por lanlo asinlolas oblicuas de pendienle 1 y -1, y sus respeclivas ordenadas cn origen serin 



Por lanto la gr£fica se aproximar£ a las asinlolas 

y = x + i, para x -> +oo, 
y = - x — i, parax->—oo. 


obtenemos un unico punlo critico, que es x = ^, por lanlo 

■ si es x > es y' > 0, por lo que la funcidn es creciente, y 

■ si es x < =£, es y' < 0, por lo que la funcidn es decrecienle. 

Del estudio del crecimienio-decrecimiento y dado que la funcidn es continua para lodos los valores 
reales, se deduce que en el punlo conespondienle ai = y hay un minimo relalivo. Como es y( ^^, 
en el punlo la funcidn tiene un minimo relalivo. 

La funcidn es convexa en lodo el dominio, porque su derivada segunda 


es siempre positiva. 

La gr^fica de la funci6n se representa en la Figura 4.14. 



Figure 4.14 Grifica de la funcidn del Problema 4.28 
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Problemas Propuestos 


4.1 Aplicando la definici6n de derivada, h£llese la derivada de la funci6n g(x) = — . 

4.2 Calculense las derivadas latcrales dc la funcidn 


5(g) = ' 


en el origen de coordenadas. 

4.3 Se considera la curva de ecuaci6n y = e x +hx — 1. Delerminese el valor dc h para que la (angcntc en cl 
origen sea la bisectriz del primer cuadrante. 

4.4 Hdllese la derivada n-6sima de la funci6n y = sen |. 

4.5 Sabiendo que /i(0) = p(0) = p'(0) = 2, /i(2) = li'{2) = 0 y g'( 2) = V(0) = 1, hillensc (/i o 9 )'(0), 
(gohy(0)y(hoh)'(2). 

4.6 Sabiendo que g es derivable, calculense 

“» IKttj)]’ b) 


4.7 Demu£slrese el teorcma del valor medio de Pcano. 

4.8 Se consideran las funcioncs 


/(g) = X x + 2 ' X€ ^° ;4 * y 5(g) =2 + x^, x<E |-1; 1). 

Estudiese si se verifican las hip6tesis del teorcma de Rolle. En caso alirmativo, delerminese el punto interior 
del intervalo de definici6n en que se anula la derivada. 

4.9 Analicese si es aplicable la fdrmula del teorcma del valor medio a las siguientes funcioncs en los intervales 
indicados. y apliquese en su caso 

a) /(g) = senx, en (0; §|, b)p(x) = x*, en [1; 4]. 


4.10 <,Es aplicable el (eorema de Cauchy a las funcioncs f(x) = xe 1 y g(x) = j(x - 3) en el intervalo [ 1; 2]? 

4.11 Por aplicaci6n del teorema del valor medio, calculense valores aproximados dc 

a) e -0,02 , b) sen31°. 


4.12 Demu£sircse, ulilizandoel leoremade Rollc, que laecuaci6n 5x'* - 6x + 1 = 0 no tiene mSs de dos raiccs 
reales. 

4.13 Analicese si es posible enconlrar un valor to tal que la ecuaci6n 2x 5 + x + in = 0 tenga dos raiccs reales. 

4.14 Hdllese la falsedad del razonamiento 


m v/x 2 - x _ ljm / x 2 - x _ j x(x - 1) _ ljm / x _ \ZT+ _ 

m+ 1 - x i-!* 1 ?* y (1 - x) 2 y (x - l) 2 x^V* V g _ 1 \/0+ 
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4.15 Calculcnsc los limiles 


( 1 V*" 

a) lira (tgx • In a:), b) jirn 1^1 


4.16 Determinense 


a) lim (Inx)^ 1 , b) lim - 


4.17 Calculensc los numeros reales ay (5 para que se verifique 

/ 3 x 4 4- 2x 2 4- 1 \ 

lim ax 3 + 0x+ - 


4.18 Calculcnse las asi'nlolas de la funcidn /(x) = In ^ + | ■ 

4.19 Obllnganse los inlervalosdecrecimienloy de decrecimienlo de la funcidn y 
[ 0 ; 2jt]. 

4.20 Calculense los minimos y maximos relalivos de la funci6n 


sen x 4- cos x en el inlcrvalo 


4.21 Se prelende construir un depdsilo de base cuadrada y con capacidad 1 m 3 . Se sabe que el precio del material 
de la base es 10 euros por m 2 , mientras que el de los laterales es de 5 euros el in 2 . ^Cudles deben ser las 
dimensiones de ese depdsilos paralelepip&iico para que el cosie sea minimo? 

4.22 Dada la curva de ecuacidn /(x) = x4j, determinense los extremos relalivos, los puntos de inflexidn de 
las asi'nlolas. 

4.23 Hdllense los intervalos de convexidad y concavidad de la funcidn 

/(x) = e _x (x 2 4- 6x 4- 8). 


4.24 

4.25 

4.26 

4.27 

4.28 


Determinense los valorcs de A y B para que la funcidn /(x) = x 3 4- Ax 2 4- Bx lenga extremos relalivos 
en -1 y 2, y hallensc eslos puntos extremos. 


2x 2 _3 

Esludiese la funcidn /(x) = -2-. 

= (x + 3) 3 
(x 4-2)2 • 

_ x4 

Estudiese la funcidn y = ae~ z , a > 0. Construyase razonadamcnle su grafica. 


Repres6n(esc graficamente la curva de ecuacidn y 
Rcpres6ntesc graficamente la curva de ecuacidn y 



5 

Aproximacion mediante 
funciones polinomicas 


En este capftulo... 

5.1 Aproximacidn entre funciones 

5.2 Polinomios de Taylor 

5.3 Fdrmula de Taylor 

5.4 Fdrmula de Taylor de algunas funciones 

5.5 Aplicaciones de la fdrmula de Taylor 
Problemas resuellos 

Problemas propuestos 
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5.1. Aproximaci6n entre funciones _ 

Vamos a tralar el problcma dc aproximar una funci6n /(x) cn un cnlorno de un punlo x 0 por otra mis 
sencilla; bdsicamente sustituiremos una funci6n complicada, suficieniemcnle derivable, por una funcidn 
polin6mica. Eslo sc debc a quc los polinomios ticncn un bucn comportamicnlo algebraico cn cuanio a las 
operaciones, sicndo indcflnidamcntc dcrivables. 

Con la f6rmula de los incrcmcntos finitos suslilufamos una funci6n por su recta tangenic, es decir, por 
una funci6n polin6mica dc primer grado, ahora considcrarcmos funciones polin6micas de mayor grado. 
Hagamos primero algunas obscrvaciones. 

Si consideramos la funci6n /(x) = x 2 — 2x + 2, definida en el cnlorno de xq = 0, (— 6\6) y la 
aproximamos mediante la funci6n gi(x) = x 2 - x + 2, que verifica la condici6n fli(0) = /(0) = 2, para 
el valor x = 0 + h sc licne que 

f(h) = h 2 -2/i + 2, 

9i(h) = h 2 - h + 2, 
y el error comelido, cn valor absolulo, es 

\m - 9l (h)\ = | h 2 - 2h + 2 - h 2 + h - 2| = \h \, 

es decir, es proporcional a |/i|. Eslo significa quc la funci6n g t (x) es una aproximacidn de la funci6n f(x) 
en un entorno de xo = 0, y el error que se cometc depende del alejamiento de h respecto de 0. 

Si consideramos ahora la funci6n 92(1) = -2x + 2, que verifica 52(0) = /(0), como aproximaci6n 
de la funci6n /(x), el error comelido serd 

I f(h) - g 2 {h )| = \h 2 - 2h + 2 + 2h - 2| = \h\ 2 , 

es decir, proporcional a |/i| 2 , lo que significa que esie error serd menor que en el caso anterior para valores 
pequeiios de h, dados por |/i| < 1. 

Consideremos ahora la funci6n ff3(x) = x 3 + x 2 - 2x + 2, que verifica p 3 (0) = /(0), como funci6n 
que aproxima a /(x) en un entorno del cero. En csle caso el error comelido esli dado por 

\fW - 9i(h)\ = |/i 2 - 2/1 + 2 - h 3 - h 2 + 2/1 - 2| = \h\ 3 , 

menor que en los casos anieriores si es |/i| < 1. 

Esie andlisis, que puedc observarse en la Figura 5.1, nos sugiere que el error comelido al reemplazar, en 
un entorno de xo, una funci6n / por otra g, debemos medirlo con polencias de |/i|. De aqui la conveniencia 
de dar las siguientes definiciones. 



Figura 5.1 Aproximacidn a la funcidn / con gi,g 2 y <73. 
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Si / y g estin definidas en un entorno de xo, siendo /(xo) = </(xo), el error que se comete al sustiluir / 
por g en el entomo de xo es 

E = |/(x 0 + h)~ g(x o + h)\. 

Se llama orden de aproximacidn de la funcidn g a la funcidn f en un entorno de xo, al numero r G N tal 
que existe, es finilo y no nulo el Ifmite 


I /(xo + h) - ff(xo + h) 

I hr 


Esta definici6n equivale a decir que el erTor cometido en un entorno de xo, E = |/(io + h) 
—g(x o + h)\, es un infinildsimo de orden r. 


Infinitesimos: 

El concepto de infinillsimo es sencillo de comprender: se irala de una funcidn definida en un entorno 
de un punto y que cumple la condicidn de tener Ifmite cero en dicho punto. 

La funcidn <p(x) es un infinildsimo en xo cuando lim < p(x) = 0. 

■ Ejemplo 5.1 Las funciones ¥>i(x) = x, ^(x) = x 2 , <P3(x) = senx, p4(x) = ln(x + 1), son 
infinitesimos en x = 0. Del mismo modo V’i(x) = x - 1, 4>2(x) = (x - l) 2 , ip3(x) = sen(x - 1), 
V>4(x) = ln(2 - x) son infinitesimos en x = 1. 

■ Ejemplo 5.2 La funci6n dada por 

{ 2 - x, si x G Q - {2}, 
x - 2, si x g Q, 

1, six = 2, 

cuya grifica esi4 en la Figura 5.2, es un infinitesimo en x = 2. 



Figure 5.2 Gr&fica de la luncidn 4>(x) del Ejemplo 5.2. 

A partir de esta definicidn podemos construir una coleccidn de infinitestimos en xo : 

j/i = x - x 0 , i/2 = (i-x 0 ) 2 , j/n = (x - x 0 )", 


llamada escala potencial de infinitdsimos. 
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Esludiemos ahora la forma de comparar infinitisimos. Si /(x) y g(x) son infinitisimos en xo, para 
compararlos calculamos el li'mile en xq dado por 


L g(x)’ 


y enionces, si el resultado de esle li'mile es: 

1. ±oo /(x) es de orden inferior a g(x), porque liende a cero con menor rapidez. 

2. k + 0 Los infinilisimos liene el mismo orden. Si es k = 1, los infinilisimos se llaman equivalentes. 

3. 0 /(x) es de orden superior. 

4. Si no exist li'mile, no son comparables. 

Un ejemplo de infinilisimos no comparables son las funciones x y xsen ^ en x = 0, ya que no exisle 
el li'mile lim*-^ sen j. Observamos lambiin que si dos infinilisimos son del mismo orden, mulliplicando 
convenieniemente uno de ellos, resullan dos infinitisimos equivalentes. Los infinitisimos equivalentes son 
utiles para el cilculo de h'miles ya que, en el caso del li'mile de un producto, puede suslituirse un factor por 
olro equivalente. Indicaremos la equivalencia de infinilisimos con el si'mbolo ~. 


■ Ejemplo 5.3 El li'mile lim - 


-, puede calcularse del siguiente modo 


,. xsenx 

lim - 

x->0 1 — cosx 


= 2 . 


ya que sen x ~ x y 1 — cos x ~ \ en x = 0. Por la regia de L’Hopital esle li'mile lambiin sale, pero algo 
mis largo: 


xsenx _ rol l[h j- m senx + xcosx 
1—cosx [oj x—>o sen 


TOl l'h .. cosx + cosx — xsenx 2 

- = lim-= -=2. 

[OJ i-*o cosx 1 


A parlir de la compacidn y de la escala potencial de infinitlsimos podemos dar la definicidn de orden 
de un infinitisimo: 

Se dice que el infinitisimo <p(x) es de orden n en xo cuando es del mismo orden que (x — xo) n . 

Para escribir ficilmenie la comparacion de infinilisimos en xo se utiliza la notacidn de Landau de la 
o grande y la o pequeiia. Se dice que el infinitisimo /(x) es una o grande de g(x), y escribimos /(x) = 
C(p(x)), cuando exisle una conslante k > 0 lal que |/(x)| < fc |p(x)| en un entornoreducidodexo, loque 
se traduce en que ambos infinitisimos son del mismo orden. Y se dice que /(x) es una o pequeiia de g(x), 
y escribimos f(x) = o(g(x)), cuando es lim = 0 al lender x a x 0 , lo que significa en la comparacidn 
de infinitisimos que /(x) es de orden superior a g(x). 

Es ficil comprobarque los siguientes infinitisimos en x = 0 son equivalents enire si a x : 

senx, tgx, slix, thx, arcsenx, arctgx, e x - 1, ln(l+x). 


5.2. POLINOMIOS DE TAYLOR _ 

Sea el polinomio 

P(x) = a 0 + aix + a 2 x 2 + •• • + a„x", 
queremos expresarlo en polencias de (x - x 0 ), del modo 

P(x) = b 0 + b i(x - x 0 ) + b 2 (x - x 0 ) 2 H-+ b„(x - x 0 ) n , 

para lo cual baslari enconlrar los numeros b 0 ,b, ,b 2 ,..., b n . 

La cuestidn planteada puede resolverse por ires mitodos diferentes que son la identificacion de poli- 
nomios, las divisiones sucesivas (o inetodo de Homer) y la utilizacidn de las derivadas (o metodo de los 
polinomios de Taylor). El mis inleresanle es el tercero ya que permit una generalizacion para oblener 
aproximaciones polinomicas de funciones que no lo son. 
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Identificacion de polinomlos 

Veamos un ejemplo sencillo: Expresemosel polinomio 7 +x 2 en potenciasde (x-1). Por identificacidn 
se tiene 

7 + x 2 = 6 0 + 6i(x - 1) + 62(1 - l) 2 = 60 - 61 + 6 2 + (61 - 262)1 + 6 2 x 2 , 
luego han de verificarse las ecuaciones 

( 7 = 60 — 61 + 62 ( 62 = 1 

0 = 6!- 26 2 dedonde, < 6, = 2 
1 = 6 2i 1 6 0 = 8 . 

Resultando que 

7 + x 2 = 8 + 2(x-l) + (x-l) 2 . 

Metodo de Horner o de las divisiones sucesivas 

Si queremos expresar el polinomio P(x) = 4x 3 + 3x 2 + 2x + 1 como potencias de (x +1), efectuamos, 
por el procedimiento de Ruffini, las divisiones sucesivas del polinomio entre (x + 1), cn la forma: 



4 3 

-4 

2 1 

1 -3 

-1 

4 -1 

-4 

3 [~^2~ 

5 

-1 

4 -5 

-4 



4 |~^9~ 



con ello resulta el polinomio dado en la forma 

P(x) = - 2 + (x + l)[4x 2 - x + 3] = -2 + (x + 1) [8 + (x + l)(4x - 5)| 

= - 2 + (x + 1)[8 + (x + 1) [-9 + (x + 1) • 4]] = -2 + 8(x + 1) - 9(x + l) 2 + 4(x + l) 3 
= 4(x + l) 3 - 9(x + l) 2 + 8(x + 1) - 2. 

Esta ultima linea nos indica que basta utilizar el ultimo cociente y los restos de las divisiones sucesivas 
para tener el polinomio ordenado en potencias decrecientes de (x + 1). 

Metodo de las derivadas 

Consideremos el polinomio 

P{x) = ao + aix + a 2 x 2 + • • ■ + a„x'\ 
que queremos expresar con potencias de (x - xo) del modo: 

P(x) = 60 + 6i(x - xo) + b 2 (x - x 0 ) 2 + ■ ■ ■ + bn{x - xo)". 

De esta expresidn se tiene que P(x 0 ) = 60 y si derivamos sucesivamente la expresidn anterior se obtienen: 

P'(x) = 61 + 262(1 - xo) + 3&3 (x - xo) 2 + ■ • • + n6„(x - xo)" -1 
P"(x) = 262 + 3 • 263(1 — xo) + • • • + n(n - l)6„(x - xo) n_2 


P (n ~ l) (x) = (n - l)(n - 2)... 3 • 26„_, + n(n - l)(n - 2)... 4 • 3 • 26„(x - x 0 ) 
P (n) (x) = n!6„ 
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Si particularizamos en x = xo, resultan los coeficientes buscados en la forma: 
P'(x 0 ) = 6, 

P"(x o) = 216-2 => h = — 

P'"(x 0 ) = 3!6 3 => &3 = P 3 ^| — 

p(n-l)/ 

P (,,_1) (Xo) = (n - l)!*n-l => tn-1 = (n _ t 

P<">(x 0 ) = n!6„ => 6„ = —— 


En consecuencia el polinomio dado, utilizando sus propias derivadas, se expresa en potencias de x — Xo 
como 


Hemos visto que cualquier polinomio P(x), con su expresidn usual en potencias de x, puede expre- 
sarse tambidn como polinomio en potencias de (x - x 0 ); 6sto nos va a permitir establecer el concepto de 
Polinomio de Taylor de una funcidn en un punto x 0 . 

Si / es n veces derivable en xo, llamamos Polinomio de Taylor de / en el punto x 0 . de grado n, al 
polinomio 

Pn(x) = /(X 0 ) + pp(l - X 0 ) + ■ ~ X 0 ) 2 + • ■ ■ + ^ J lQ \ x - X 0 )". 

En particular los polinomios son n veces derivables en cualquier punto xo y su polinomio de Taylor es 
el polinomio con potencias de (x — xo) del mismo grado, visto anteriormente. 

Se llama Polinomio de MacLaurin de / al polinomio de Taylor calculado en xo = 0. 

Tiene la forma: 


I Ejemplo 5.4 Hallcmos el polinomio de Taylor de grado n de la funcidn y = x 
Es un polinomio de MacLaurin y por tanto derivando y particularizando se tie 


/(x) = X 

:e x 

=> 

m = o 

/'(x) = e 

X (x+ 1) 

=> 

/'(0) = 1 

/"(x) = e 

X (x + 2) 

=> 

/"(o) = 2 

/'"(x) = e 

X (x + 3) 


/"'(o) = 3 

/ <n) (x) = e 

X (x + n) 


/ ,n) ( 0) = n, 


con lo cual rcsulta cl polinomio pedido como 
n/ , lx 2x 2 3x 3 



Capltulo 5 / Aproximacidn mediants funciones polindmicas *111 


■ Ejemplo 5.5 Hallemos el polinomio de Taylor de grado 5 de la funcidn sen x en \. 
Derivando y particularizando: 
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5.4. F6rmula de Taylor de algunas funciones 

Funcion f(x) = e x 

En esie caso icncmos que las sucesivas dcrivadas son 

f lk) (x) = e x , } (k) {x 0 ) = e x \ /<*>( 0) = 1, 
por lo que la Cdrmula de Taylor cn x 0 , de grado », cs 

■i _ ,x„ [I I X — Xp ( X-XQ ) 2 (x-Xp)' 1 ] Q (x-X 0 ) n + l 

L 1! 2! n! J (n + 1)! 

con x 0 < a < x. Y la formula de MacLaurin de grado n es 



Funcion f(x) = sen x 

Dcrivando y particularizando se oblicnc 

f(x) = senx f( x „) = sen x 0 /(0) = 0 

f'(x) = cos x = sen^x + ^ /'(x 0 ) = sen^xp + /'(0) = 1 

f"(x) = cos^x + = sen(x + n) /"(xo) = sen(x 0 + n) /"(0) = 0 
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de donde de obtienen las formulas de Taylor y de MacLaurin: 


sen x = sen iq 


sen i = x 


31 


x^_2^ . <*n(T»f) „ . aen(a + (n+l)f) 

5! 71 + n! (n +1)! 


Funcldn f(x) = cost 

Derivando se obliene: 

f(x) = cos x = sen ^ 

/'( x) = cos ^2 + ^ = sen (2 + tt) 

/ (fc) (2) =COS^2 + fr^, 

y las f6rmulas respectivas de Taylor y de MacLaurin son 

cos(2 0 + f). COs(2 0 + 2§) 2 

COS 2 = COS 2 0 + -- —(2 - 2 0 ) + - 2 j-~( x “ X o) 

cos( 2 0 + T»f) cos(q + (n + l)f) , 

+ - + - + - (. + 1)1 ■ ’ • 

, 2 2 x 4 x 6 cos(nf) cos(a + (n + 1)5) . 

COS 2 =1 — 7-7 + —r--rr+ - + -H -1 + - 7 - TTi -— x ■ 

2! 41 6! nl (n + 1)! 

Funclbn f(x) = ln(l + x) en i 0 = 0 

Puesto que la funci6n In 2 no esli definida en 2 = 0, se ha elegido la functin ln( 1 -I- 2 ) para obiencr la 
f6rmula de MacLaurin. 

Derivando y particularizando se obliene 

/( 2 ) = ln(l + 2 ) 

/'(2) = (l+2)-‘ 

/"(2)= -11(1 +2)- 2 
/"'(2) = 2!(l+2)- 3 
/«>(2)= -31(1+2)-' 


m = 0 
/'(0) = 1 
/"( 0 ) = - 1 ! 
/'"(0) = 2! 
/ (,,) (0) = -31 


/ (n) ( 2 ) = (-l)"-‘(n - 1)1(1 + x)-" /<">(()) = (-1)"~ 1 (n - 1)!, 

luego la f6rmula de MacLaurin de grado n, con reslo de Lagrange, es 

1.(1 +x) = x - i + ? - T + - + (-i)-T 
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Funcion f(x) = (1 + x) m 

Puesto que la funcidn x m con m € Z no esUi definida en x = 0, se elige la funcidn f(x) = (1 4- x)"‘ 
para hallar la fdrmula de MacLaurin de esta funcidn. Derivando y particularizando se obtiene 


f(x) = (l+x) m 
f'(x) = m(l + x) m_1 
f"( x ) = m(m — 1)(1 + x) m_2 
/'"(x) = m(m - 1 )(m - 2)(1 + x) m-3 


/( 0 ) = 1 
/'(0) = TO 
/"(0) = tn(m - 1) 
f'"( x ) = m (m — l)(m — 2) 


/ ln) (x) = m(m - 1) ■ • • (m - n + 1)(1 + x) m “ n f (n) ( 0) = m(m - 1) ■ • • (m - n + 1), 

luego la fdrmula de MacLaurin de grado n, con resto de Lagrange, para esta funcidn nos proporciona la 
igualdad 


(l + x) m = 1+rr 


,fl ( m ~ 1) _ 2 . m (m — l)(m — 2) _• 


Funcion f(x) = shx 

Derivando se obtiene 


f(x)= shx 
f(x ) = chx 
f"(x) = shx 
/"'(x) = chx 


/(0) =sh0 = 0 
/'(0) =ch0= 1 
= 0 
/"'(x) = 1 


/<">(x) = / shx ’ sin P ar ’ 

J | ch x, si n impar. 


/ <n) (0) = 


0, si n par. 


1, si n impar. 

Luego la fdrmula de MacLaurin de grado n, con resto de Lagrange, si es n = 2k es 

shI = I 4 + ^4 + ... + ^ +0+f -_ x » t , 

mientras que si es n = 2k + 1, resulta 

S i, I , I+ ^ + ^ + f 7 . . . *» 


(2k + 1)! (2k + 2)! 

Funcion /(x) = ch x 

Procediendo an£logamente al apartado anterior se obtiene : 


(2fc)! (2k + 1)! 


(2fc)! (2k + 2)\ 


si es ii = 2k + 1. 
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Los criicrios para csludiar cl crecimienlo, los extremos locales y la convex idad-concavidad de funcio- 
nes derivables ulilizando la derivada primer a y la derivada segunda de la funcidn cn un punto no dcciden 
nada cuando ambas son nulas cn esc punlo. La fdrmula de Taylor pcrmiic obtener nuevos criicrios ulilizando 
las derivadas n - 1 y n-t sima en los papeles de derivada primera y derivada segunda. 

Caracterlzacldn del creclmlento 

Una funcidn /, derivable al menoa n veccs cn un punlo x 0 , cs crecicntc o decreeicnie estriciamcnie en 
cl punlo xq si, y solamenie si, la primera derivada no nula cs de or den impar. 

Si cs la derivada es positive la funcidn cs estriciamcnie crccicnic, y si cs negaliva cs estriciamcnie 
decree ienle, es deeir, 

si f'(x 0 ) = J"(x o) = ••• = / <M >(x 0 ) = 0 y / (J * +,, (z 0 ) >0, entonccs / es crccicnle cn x 0 , 

y si }'(x o) = J"(x 0 ) = ■•• = /<«>(x 0 ) =0 y f i2k + l, (x 0 ) < 0, cnlonces / cs decrecienie cn x 0 

■ Ejsnplo SA La funcidn J(x) = (x - l) a tienc por derivadas 

/'(*) = 5(x - I) 4 , /"(*) = 20(x - l) 3 , f'"(x) = 6()(z - l) a , / (4, (x) = 120(x I), / <a, (x) = 121), 

por ioque results 

/'(l) =/"(l) =/'"(l) =/ ,4, (1) = 0, mientrasque / ,a, (l) = 120 > 0, 
scgiln cl anterior criicrio la funcidn cs crccicnic cn x = 1. 

Caracterlzacldn da loa extremoa locales 

Una funcidn /, derivable al me nos n vcccs cn un punlo x 0 , presents un extreme relative cn cl punlo x„ 
si. y solamenie si, la primera derivada no nula cs de orden par. 

Si csla derivada cs posiliva la funcidn prescnla un mfnimo local, y si cs negaliva un mdaimo rclaiivo. 
cs deeir, 

si }'(x 0 ) - J"(x 0 ) =■■■=■ / (afc l, (x 0 ) - 0 y / ,afc) (x») > 0, cnlonces x„ es mfnimo de /, 
y si }'(x 0 ) = /"(x 0 ) - • ■ • = / ,a * "(xo) - 0 y / ,a4, (xo) < 0, cnlonces x„ es mAximodc / 

■ Ejamplo 5.7 La funcirin y(x) - (x ) 2) 4 liene por derivadas 

y'(x) - 4(x f 2)\ y"(x) - 12(x f 2) a . y"'(x) - 24(x t 2). y ,4| (x) 24. 

siendo x = 2 cl ilnico punlo crflico, y como 

g'( 2) = y"( 2) =■ y"'( 2) 0, peru y ,4, ( 2) ^ 24 > 0. 

scgOn cl anterior cnieno la funcidn prescnla un mfnimo rclaiivo cn x 2 

Caracterlzacldn de la convexldad-concavldad 

Una funcidn /, derivable al menus n f 1 vcccs cn un punlo x u . lal que la pnmera derivada no nula cn 
x 0 cs / ln> (x 0 ). puaee un punto de inflexion en x 0 si n cs impar. mieniras que si n cs par. la funcirin sera 
convexao edneava segiln que sea /*" ) (xo) >0 o/""(x 0 ) < 0 
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Es decir, 

si /'(xo)=/"(xo) = -- =/ ln ' 1, (io)=0 

si /'(xo) = /"(xo) = --- = / ln - 1, (xo)=0 

y si /'(io) = /"(-to) = • • ■ = / ln_1) (io) = 0 


y/ ln) (io) ^ Oy n impar, 

entonces io es punio de inflcxi6n, 

y / <n) (io) > Oynpar, 

entonces / es convexacn x 0 , 

y/ ln) (i 0 ) < Oynpar, 

entonces / es c6ncava en iq. 


■ Ejemplo 5.8 La funci6n /(i) = (i - l) 5 del Ejemplo 5.6 verifica que 

/'(l) = /"(l) = /"'(l) = / l4) (l) = 0, mientras que / l5) (l) = 120 ^ 0. 

Como la primera dcrivada no nula en i = -1 es de orden impar, el punto x = - 1 es punio de inflexi6n de 
la Tunci6n /. 

Mientras que para la funci6n del Ejemplo 5.7, g(x) = (i + 2) 4 , la primera derivada no nula en i 0 es 
la cuarta, g (4) (-2) > 0, por lo que esia funcidn es convexa en el punio x = -2. 


Obtencion de valores aproximados 

Entre las numerosas aplicaciones de la fdrmula de Taylor vamos a ver ahora la oblenci6n de valores 
aproximados. 


■ Ejemplo 5.9 Hallemos un valor aproximado del numero e mediante un polinomio de MacLaurin de 
grado cinco. 

Considerando io = 0, es 


Cl = 1 + I+ 2! + 3! 
Hagamos i = 1, asi 


i 5 

f 5! ^ 


con 0 < a < x 


e~i + - + - + — + 


24 120 120 


es decir, e ~ 2,716666... 

Dado que el error cometido cstd acolado del modo 


r 5 


e a l 6 

6 ! 


6! 


6 ! < 6 ! 


240 


= 0,004166..., 


es decir. 


2,716666 - 0,004166 < e < 2,716666 + 0,004166, 


de donde 2,7125 < e < 2,721333, por tanlo la aproximaci6n oblenida con P 5 es poco eficaz, ya que s61o 
nos permite obtener la primera cilra decimal: e = 2,7.... 


Problemas Resueltos 


► 5.1 tQ u,s erTor se comete al aproximar la funci6n f(x) = (i - l) 4 por la funci6n g(x) = x 2 (x - l) 2 en un 
enlorno del punto x = 1? <,Cudl es el orden de aproximaci6n? 

RESOLUCI6N. Enel punto x= 1 se verifica que/(l) = g(l). El erTor de aproximaci6n es 

E = |/(1 + ft) - ff (l + ft)| = |/i 4 - (1 + /i) 2 /i 2 | = |ft 4 - (1 + 2ft + /i 2 )/i 2 | = | - ft 2 - 2ft 3 1. 
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Esia aproximacidn es de orden 2 ya que 

/>-* o | h 2 | h-»o | h 2 \ 

lo que equivale a decir que la diferencia entre las funciones i 


lim | - 1 - 2/i| = | - 1| = 1, 

/.-* o' 

i infinitsimo en x = 1 de segundo orden. 


► 5.2 Estudiese si los siguientes infinitdsimos en x = 0 son equivalents 


RESOLUClON. Para ver si son equivalents basta comprobar que el limit de su cociente es 1. Para los dos 
primeros es 



por lo que x 2 y sen 2 x son infinildsimos equivalentes en x — 0. 
Para el primero y el ultimo tenemos que 



por tanio x 2 y 1 - cosx son infinitdsimos del mismo orden, pero no son equivalentes. Bastard multiplicar 
este ultimo por 2 para que lo sean, es decir, x 2 , sen 2 x y 2(1 - cosx) son equivalents entre si como 
infinildsimos en x = 0. 




RESOLUClbN. Aplicando infinitsimos equivalents al ser tgx ~ x y si 


,, xtg 2 x-sen 3 x „ .. x — senxcos 2 x „ \ 

= (3 — 1) + lim---5— = 2 + lim-r- = 2 + 

x-io xsen J xtg^x *-io xsen J x [ 


Pero aplicando dos veces la regia de L’Hopilal, resulta que este ultimo limit no exist porque sus limles 
laterales son +oo y —oo. 
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I ► 5.5 Siendo p un numero real, p / 0, hdllcsc 

ljm (e 1 - 1) sen 2 (arctgj) 3 
x'->o piarctg(sen 3 [ln 2 (l +!)]) 


RESOLUCI6N. Se irala de un limite indcterminado dc la forma [§]. Considerando infinildsimos equiva- 
lentes en x = 0 y siendo e x - 1 ~ x, arctg! ~ x y ln(l + x) ~ x, el limite pedido se calcula como 


(e* - 1) sen 2 (arctg!) 3 
px arctg(sen 3 [In 2 (1 + !)]) 


[0] _ !sen 2 j 3 

[ 0 J .'Jo px arctg(sen 3 x 2 ) 

x(x 3 ) 2 _ x 7 

px arctg(i 2 ) 3 .'-To px(x 2 ) 3 


lim 

i-*o sen 2 x — x sen x 

RESOLUCI6N. Se irala de un limite indcterminado dc la forma [§] que sacando factores comunes en 
numerador y denominador y tcniendo en cuenta que en x = 0 son infinildsimos equivalentes tgx ~ x y 
sen x ~ x, se tiene que 


roi_|. m j6£|x-t ££ L i 

[0J x-»o sen!(sen! - x) 


—>o sen 2 x - x sen x 
Tambidn si escribimos el limite como producto en la forma 


_ x(x-tgx) !-tg 

n —-r = lim - 

►o !(sen x - x) x->osen!- 


->o sen 2 ! - !sen! 


- = k 


■(* 

-■(i 


11M1 tg x(x tg x) 
x-*o sen !(sen x - x) 
sen x/ 


sen! 

* ~ tg- 


= (lim iiiV,im 

\x-to sen x J \x—»o sen x - x ) 

^ (lim ——= f lim —^ (lim — 
J \x-*o senx - x J \x->ocos!/ \x->o sen 


—>o sen x - x ) x->o sen x - x ’ 

se llega al mismo limite, que pucde rcsolvcrse por la regia de L’Hopital, pues 

lim = [»] W ijm 1^ <‘+ »«’*> . 

x->osen!-! [0J x-+o cos!-l 

y ahora podriamos aplicar dc nuevo la regia de L’Hopital, pero cs mds conveniente utilizar infinildsimos 
equivalentes al scr tg x ~ ! y 1 - cos x ~ ^ en x = 0, quedando 


que es el valor del limite pedido. 

Si se opta por L’Hopital en cl ultimo limite sc llega al mismo resultado con mds lenlilud ya que 


1 tg 2 ! 
ol - COS ! 


= [oj = ,im - 

= lim [2' 


2tg!(l + tg 2 !) 




I ► 5.7 


Escrfbase cl polinomio 1 + 2x + 3x 2 + 4! 3 + 5! 1 ordcnado en potencias de x + 1 mediante 
a) Idcnlificacidn dc coeficicntcs. 
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b) Divisiones sucesivas entre x + 1, 

c) El polinomio de Taylor. 

RESOLUCI6N. a) Por identificaci6n se liene 

1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + 5x 4 = 6o + 6 ( (x + 1) + b 2 (x + l) 2 + b 3 (x + l) 3 + b.,(x + l)' 1 

= 6o + 6|(x + 1) + 6a(x 2 + 2x + 1) + 63 (x 3 + 3x 2 + 3x + 1) 
+ 64(1' + 4x 3 + 6x 2 + 4x + 1) 

= (60 +61 + b-2 + 63 + 64) + (61 + 263 + 363 + 4b,|)x 
+ (62 + 363 + 664 )x 2 + (63 + 464 )x 3 + 64X' 1 , 


de donde se obliene el sistema 


1 =60 + 61+62 + ^3+64 

2 = 61 + 262 + 363 + 464 

3 = 62 + 363 + 664 

4 = 63 + 464 

5 = 64 


1 + 2x + 3x 2 + 4x 3 + 5x 4 = 3 - 12(x + 1) + 21(x + l) 2 - 16(x + l) 3 + 5(x + l) 4 . 
b) Por el mllodo de Homer o de las divisiones sucesivas 



oblenemos el mismo resultado. 

c) Por el polinomio de Taylor se tiene 

P(x) = 5x 4 + 4x 3 + 3x 2 + 2x + 1 

P'(x) = 20x 3 + 12x 2 + 6x + 2 

P"(x) = 60x 2 + 24x + 6 

P"'(x) = 120x + 24 


6 0 =3 

. n-l) 


P"'(-l) = -96 63 = - 


luego P(x) = 3 - 12(x + 1) + 21(x + l) 2 - 16(x + l) 3 + 5(x + l) 4 . 


I ► 5.8 Escribanse las siguiente funciones como combinaciones lineales de potencias de (x - 3) : 


justificando la fdrmulaque se utilice. 
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RES0LUCI6N. Vamos a usar dos procedimienlos distintos, uno cn cada apartado. 

a) Para escribir la funci6n f(x) = x 5 como combinacidn de polencias de x - 3, vamos a dividir 
sucesivamentc f(x) enlre x — 3, resultando 


3 

1 0 0 0 0 0 

3 9 27 81 243 

3 

1 3 9 27 81 | 243 

3 18 81 324 

3 

1 6 27 108 | 405 

3 27 162 

3 

1 9 54 | 270 

3 36 

3 

I 12 | 90 

3 


I HPT 


y enlonces, lomando los sucesivos reslos y el ultimo cocienle, lenemos que 

x 5 = 243 + 405(x - 3) + 270(x - 3) 2 + 90(x - 3) 3 + 15(x - 3)' 1 + (x - 3) 5 . 

b) Pueslo que la funci6n g(x) es derivable infinitas veces en loda la recla real, vamos a calcular su expresion 
mediante la IVSrmula de Taylor en el punlo x = 3. Las derivadas son 

g(x) = x 2 - 4x - 9 
g'(x) = 2x - 4 
<?"(*) = 2 

g"'(x) = g (4> (x) = = 0 


y parlicularizando en el punto x = 3 son 

S (3) = -12, g'( 3) =2, g"( 3) = 2, 

por lo que la formula de Taylor queda 

g(x) = -12 + 2(x - 3) + |(x - 3) 2 = -12 + 2(x - 3) + (x - 3) 2 . 

Puesto que la funci6n dada es una funci6n polin6mica de grado 2, los polinomios de Taylor de grado 2 
y mayores son aproximacioncs con error nulo, ya que la tercera derivada y siguientes son nulas. 


I ► 5.9 Calculese el polinomio de Taylor de las funciones 

a) sen x, de grado 2 n, en xo = |, 

b) x 5 + x 3 + x, de grado 4, en x 0 = 0. 

Resoluci 6 n. a) Se tiene que 

/ (l)- sen I = 1 

/'(|) = sen 7r = 0 


f(x) = sen x 

/'(x) = cosx = sen^x + ^ 

/"(x) = cos(x + ^) = s en ^x + 2 ^ 
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}"\x) = cos ^x + 2 = sen ^x + 3 = sen27r = 0 

/‘ 2 ">(x) = sen(x + 2n^) / (2 "> = sen^n + l) \ = (-1)" 

luego 

1 / 7r\ 2 1 / 7r\ 4 sen(2n+l)f / 7r\ 2n 

P2n(l) = 1 " 2! ( X “ 2 ) —- + (2n)! (*~2) 

, 1 / 7T \ 2 1 / 7T\ 4 (-1)" / f\ 2n 

1 2? (' r 2^) + 4[ v ~ 2/ + 7^)r( I_ 2 ) ’ 

puessen(2n + 1)| = 1 si n es pary sen(2n + 1)| = -1 si n es impar. 
b) Se tiene que 

/(x) = x 5 + x 3 + x /(0) = 0 

/'(x) = 5x 4 + 3x 2 + 1 /'(0) = 1 

/"(x) = 20x 3 + 6x /"(0) = 0 

/'"(x) = 60x 2 + 6 /'"(0) = 6 

/ <4) (x) = 120x / <4) (0)=0, 

de donde resulla P 4 (x) = 0 + yfX + 0 + ^x 3 + 0 = x + x 3 . 

► 5.10 Obtlngase la f6rmula de Taylor de la siguiente funci6n 

/(x) = e I+1 cosx, 


dando el l^rmino complementary o resto. 

RESOLUCI6N. El desarTollo de Taylor de orden n en el punto x = a, con resto de Lagrange, de la funcidn 
derivable n + 1 veces en un entomo de a, es 


/(*) = /(a) + /'(a)(x - a) + ^(x - a) 2 






para algun a € (a; x), que suele llamarse I6rmula de Taylor con resto, y que tiene tambidn otras expresio- 
nes. 

Para obtener el desanollo pedido, bastard calcular las n + 1 primcras derivadas y sustituirlas en la 
f6rmula de Taylor. El cdlculo de la derivada n-6sima es la diflcultad principal de este problcma. 

En el cdlculo de las derivadas vamos a utilizar las f6rmulas de trigonometria. 

7T 7T 1 

sen — = cos — = —=, 

4 4 y/2 

cos q cos 0 - sen a sen/3 = cos(a + 0), 


que nos permitirdn obtener expresiones simplificadas. 
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Tenemos quc 

f(x) = e x+1 cosx 

f'(x) = e x+l (cosx - senx) = c x+ W 2 (cosx • -j- - senx • 73) 

= e I+1 v/2 (cos x cos ^ - sen x sen \ ) = e x+1 v/2 cos (x + ^ ) . 


Dcrivando obtenemos 

/"(x) = e I+1 v/2(cos(x + *) - sen(x + f)) 

= e I+1 v/2v/2 (cos(x + f )^- - sen(x + 7)7;) 

= e x+1 2 (cos(x + f )cosf - sen(x + f )sen f) = e x+1 2cos (x + ^). 


Dcrivando nucvamente 


/'"(x) = e x+l 2 (cos(x + ^-) - sen(x + ^)) 

= e x+1 2v/2 (cos(x + - sen(x + ^73) 

= e I+l 2\/2 (cos(x + x) cos 7 “ sen ( x + x) sen f) = e x+l 2v/2cos (x + 
y por induccidn oblenemos la derivada n-6sima, quc serd 

/ (n) (x) = e x+l \/2" cos (x + . 


Particularizando la funcidn y las n primer as dcrivadas cn cl punlo a, y la derivada n + 1 cn cl punlo a, 
obtenemos el desarTollo de Taylor con resto, que serd 


e x+l cosx = e“ +1 


cosa + e a+1 v/2cos(a + f) • (x - a) + e a+l cos(a + |)-(x - a) 2 

e a+1 2v/2 . 3 _, . e a+1 \/2" . 

+-- cos(a + x)' (x - a) + ■ • • + -—- cos(a + ! j-) ■ (x - a) n 


(n+1)! 


- cos(q + • (x - a) n+1 


con q G (0; x). 

En cl caso en que sea a = 0, la expresidn quc resulta, mucho mds simple, es la de MacLaurin. 


!► 5.11 Hdllcse la derivada endsima, el polinomio de Taylor en x = 1, el polinomio dc MacLaurin y cl tdrmino 
complementario de Taylor y de MacLaurin, de la funcidn f(x) = (x - l)e x+l . 

RESOLUCI6N. Derivando tenemos que 

/'(x) = xe x+1 , f"(x) = (x + l)e x+1 , /'"(x) = (x + 2)e x+l , f {4) (x) = (x + 3)e x+l , 

y la derivada n-dsima es / (n) (x) = (x + n - 1 )e J+1 . 

Como es /*"*(1) = ne 2 , cl polinomio de Taylor en x = 1 serd 

Pn(x) = 0 + ^y(x - 1) + ^-(X - l) 2 + ^-(x - l) 3 + • • • + ^-(X - 1)" 

= e 2 (x - 1) + e 2 (x - l) 2 + |j(* - l) 3 + • • • + (n l - 1 )"- 

Como es/* n *(0) = (n - l)e, el polinomio de MacLaurin es 
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El tdrmino complemenlario de Lagrange para el polinomio de Taylor en x = 1 

/ (n+1) W 


r„(x) = 


i (l _ d" + . = eQ+1 ( Q + n ) (l _ 1)-H 
(»+ 1)! X U (n+1)! 1 ' 


con q G (l;x), si x > 1, 


y el tdmnino complementario del de MacLaurin es 

/ (n+1) (Q) „+i = e° +1 (Q + n) + , 
nK) (n + 1)! (n + 1)! ’ 


con q G (0;x), si x > 0. 


► 5.12 Determinese el polinomio P(x) que, verificando la igualdad 

2P(x + 3) - 3P(x + 2) + P(x) = 18x, 
toma los valores P(0) = -5 y P(l) = -8. 


RESOLUCI6N. Aplicando la fdrmula de Taylor al polinomio P(x) se tiene que 

, *»(*) » . P"W 02 . P"'(*) 03 . 


P(x + 2) = P(x) + 
P(x + 3) = P(x) 


1! 

J*(x) . 


por tanto resulta que 


18x = 2P(x + 3) - 3P(x + 2) + P(x) 

= 2P(x) - 3P(x) + P(x) + 6P'(x) - 6P'(x) + 9P"(x) - 6P"(x) + 9P"'(x) - 4P"'(x) + ... 

= 3P"(x) + 5P"'(x) + ..., 

de donde se deduce que el polinomio P(x) ha de tener, como mucho, grado tres, para que su segunda 
derivada sea de primer grado. Si ponemos P(x) = a + 6x + cx 2 + dx 3 , es P'(x) = 6 + 2cx + 3t/x 2 , 
P"(x) = 2c + 6 dx, P"'(x) = 6d, resullando 

18x = 3P"(x) + 5P'"(x) + • ■ • = 3(2c + 6 dx) + 5(6d) = 18dx + 6c + 30d, 


de donde 

f 18 = 18d f c = -5 

[ 0 = 6c+30d ^ \d= 1, 

luegoes P(x) = a + 6x - 5x 2 + x 3 . Como es P(0) = -5 = a y P(l) = -8= -5 + 6- 5+ l,es decir, 
6=1, resulta finalmente que el polinomio buscado es P(x) = -5 + x - 5x 2 + x 3 . 


I► 5.13 Estudiese la funcidn /(x) = e I (x - l) 5 en el punto x = 1. 

RESOLUCI6N. La derivada primeraes /'(x) = e T (x - l) 5 + 5e I (x - l) 4 = e x (x - l) 4 (x + 4), por lo 
que x = lyx=-4 son los puntos criticos. 

La segunda derivada es /"(x) = e x (x - l) 5 + 10e I (x - l) 4 + 20e I (x - l) 3 , y al ser /"(1) = 0, el 
criterio de la derivada segunda no decide. Debemos calcular mds derivadas hasta encontrar una que no sc 
anule en el punto x = 1. 

Tenemos que /"'(x) = e x (x - l) 5 + I5e z (x — l) 4 + 60e x (x - l) 3 + 60e x (x - l) 2 , que tambidn se 
anula en x = 1. La cuarta derivada es 

/ (4) (x) = e x (x - l) 5 + 20e I (x - l) 4 + 120e r (x - l) 3 + 240e x (x - l) 2 + 120e x (x - 1), 



124 • CAIculo de una variable 


y tambidn es f (4> (l) = 0. La quinta derivada es 

/< 5 >(x) = e x (x - l) 5 + 25e x (x - 1)‘‘ + 200e x (x - l) 3 + 600e x (x - l) 2 + 600e x (x - 1) + 120e x , 
queen el punto x = 1 vale / (5 *( 1) = 120e > 0. 

Al ser impar la primera derivada no nula em= 1 y scr positiva, la funcidn es crecienle en ese punto. 
Ademds no posee extremos y, por otra parte, la funcidn tiene un punto de inflexidn en x = 1. 


!► 5.14 Calculese y/e con dos decimates exactos, justificando la acotacidn del error. 

RESOLUClbN. Como cs y/e = e 1/2 , vamos a calcular la fdrmula de MacLaurin de orden n de la funcidn 
/(x) = e x . Es 

/(x) = f'{x) = f"{x) = • ■ • = / <n) (x) = e x 

y entonces 

/(0) = /'(0) = /"(0)=-=/ (n) (0) = l, 
por lo que la expresidn de la funcidn queda 

X 2 X 3 x5 

e x = 1 + x 1 

siendo T n = (ll e + ‘ 1 )jX r * +1 , eon a g (0;x). Parax= ^tenemosque 

- ,,, , 1 1 1 1 

'fe- e - 1 + j + 2 2.2! + 2 3 • 3! + 2 4 ■ 4! 


y hemos de calcular cudnlos tdrminos hay que tomar para que los dos primeros decimates sean exactos. 

Para poder desprcciar los decimates a partir del tercero, vamos a exigir que el l£rmino complementario 
T„ sea menor que una mil6sima. Para ello, como es 


es preciso que sea 


e a < 4 1 ' 2 = 2, 
4 t/2 


T < 0,001, 


2 n+1 (n +1)! 2 n +'(n + l)! 2 n + 1 (n + l)! 2"+'(n+l)! 

es decir, 

2000 < 2 n+1 (n + 1)! 

Para n = 4 es 2 5 • 5! = 3840, que supera a 2000, y para n = 3 es 2 4 ■ 4! = 384, que no supera a 2000, 
por lo que es preciso tomar la fdrmula de MacLaurin hasta el orden n = 4. Entonces serd 


1 


1 


1 


1 


+ T n 


= 1 + 0,5+ 0,125+ 0,02083-••+0,00260416 - +T n = 1,6484375 + T„, 
siendo T„ < 0,001. 

Asi y/e tiene su valor en el intervalo [1,6474375; 1,6494375], por lo que podemos escribir y/e = 
1,64... con dos decimates exactos. 


I ► 5.15 Calculese e 3 con un error menor que una centdsima. 

RESOLUClbN. El verdadero valor de e 3 es el que resulta de 


n! (n + 1)1 
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con 0 < q < z, al sustiluir z por 3, es dccir 


Tomando como valor aproximado de e 3 el dado por 
, o 3 2 3 3 


>6 (0;3). 


el erTor que se comele es de valor 

y hemos de calcular n para que sea 

Como es a G (0; 3) sc liene que 


& 


(n+1)! 


y haciendo 


)ien (n+01 < ^ tiene ' a a c °lacidn pedida. 

Por olra parte al ser e < 3 es e 3 < 30, o bien 


n lo cual haciendo 


sc verifica que ^. 

Pero ^ 3 " +1 j| < equivale a = 0,001, y hemos de calcular los valorcs de n que 

verifican csta desigualdad. Ensayando con los numcros naturalcs se eomprueba que la desigualdad anterior 
se verifica si es n > 12, con lo cual la primera aproximacidn para c 3 con error menor que una centdsima es 

3 , 3 2 3 3 3' 3 5 3 6 3 7 3 H 3 fl 3'° 3" 3 12 

6 - 1+3+ 2! + 3! + 4! + ^! + ^! + 7! + 8! + 9! + T0! + Tl! + T2! 


Problemas Propuestos 


5.1 ^Puede aproximarsc la funcidn /(z) = 2(x + 2) 2 por la funcidn y(x) = x 2 + 4x en las proximidades del 
punlo x = -2? En easo afirmativo, (,cudl es el orden de aproximacidn? 

5.2 Estudiese si los infinitdsimos ln( 1 + 2x). -lye 1 - 1 son equivalentes enx = 0. 

5.3 Hdllese el lfmilc 


urctg(ttrcsenx 2 ) 
(c' - l)ln(l +2x) 
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5.4 Calculcsc cl siguicnlc Kmilc 


XI, 7IX tf , XX ~ tf> 1TX 
IT - IT COS 7TX 


5.5 Calculcsc cl li'mile 


x ln( 1 + sen 2x ) arctg(sen 3 2x) 
( e »* - l)[l -cos 2 (tg 2 2x)] 


5.6 Calculcsc 


cos(sen 2x) - cos 2x 


5.7 Orddnese el polinomio P(x) = 2x 3 - x 2 - 3x + 2 en polcncias del binomio x - 2. 

5.8 Demudslrese que sen(a + h) sc diferencia dc sen a + h cos a, a lo sumo cn ^ . siendo h ^ 0. 

5.9 Hdllcnse los polinomios dc Taylor de las funciones 

a) e 5 *" x , de grado 3, en x 0 = 0, 

b) x° + x 4 + x 2 + 1, dc grado 4. cn xo = 1. 

5.10 Obldngasc la fdrmula de Taylor de la funcidn 

/3x\ 

y = sen I — I en x = 0. 

5.11 Hdllese la dcrivada endsima, cl polinomio dc Taylor en x = 1, el polinomio de MacLaurin, el lermino 
complementary de Taylor y el de MacLaurin, de la funcidn /(x) = (e x + 2) 2 . 

5.12 Delcrmi'nese un polinomio P(x) de grado m (al que verifique P(x) - P'(x) = x m . 

5.13 Estudicse la funcidn f(x) = y/x(x - 2) 3 en las proximidades del punto x = 2. 

5.14 Calculesc un valor aproximado de sen utilizando un polinomio de MacLaurin de grado cinco. 

5.15 Utih'cese un polinomio de MacLaurin para esiimar el valor de tfe con un error inferior a 0,001. 




Calculo de primitivas 


En este capftulo... 

6.1 Primitivas de una funcibn 

6.2 Integracibn por cambio de variable 

6.3 Integracibn por partes 

6.4 Integracibn de tunciones racionales 

6.5 Integracibn de algunas tunciones 
irracionales 

6.6 Integracibn de algunas tunciones 
trascendentes 

Problemas resuellos 
Problemas propuestos 
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6.1. Primitivas de una funci6n _ 

Sea / : [a; 6] -> R una funcidn conlinua en [a; 6]. Se dice que una funcidn F es una primitiva de / en 
[a; 6] cuando F es derivable y se cumple F'(x) = /(x), Vx € [a; 6], o bien que dF(x) = f(x)dx. 

■ Propiedad de caracterizacidn de primitivas Si F es una primitiva de f en [a; 6), entonces cualquier 
primitiva de f en (a; 6] es de la forma F(x) + C, siendo C una constante. 

Segun esla propiedad, el conjunlo de lodas las primitivas de una funcidn conlinua / en [a; 6] se obtiene 
como suma de una primitiva con lodas las posibles constanles reales, o expresado de otro modo, si lenemos 
una primitiva tenemos todas. 

El conjunlo de lodas las primitivas de una funcidn conlinua / en un intervalo [a; 6] se llama integral 
indefinida de / y se designa por / / o bien f f(x)dx, y si F(x) es una primitiva escribimos 

J f{x)dx = F(x) + C. 

No deben confundirse los si'mbolos f f(x)dx e / (x)dx, ya que el primero es un conjunlo de infinitas 

funciones y el segundo es un numero real que puede expresar el valor de un irea. 

No siempre exislen primitivas de una funcidn dada que puedan expresarsc mediante operaciones Anitas 
de funciones elemenlales, es decir, como sumas, productos, cocienles y composiciones de funciones racio- 
nales, logarilmicas, exponenciales y irigonomilricas. Por ejemplo, no existe ninguna funcion elemental que 
sea primitiva dee " 1 . 

Los si'mbolos de derivacidn y de integracidn indefinida pueden simplificarse, en cierto modo, de la 
forma: 

|y/(x)dx| =/(x), J f'(x)dx = f{x) + C. 

■ Propiedades de la integral indefinida Se verifica que: 

!■ J [fix) + g(x)]dx = J f(x)dx + J g{x)dx 

2. J kf(x)dx = k J f(x)dx, siendo k 6 R. 

es decir, la integracidn indefinida es un operador lineal. 

Aplicando las fdrmulas conocidas para la derivacidn de funciones, podemos construir fdcilmente una 
labia de inlegrales inmedialas, 6sla se encuentra en la pdgina 398 y es convenienle aprenderla. 

■ Ejemplo 6.1 Setiencque 

/[ 7 + 2x‘* + 3 sen x] dx = jldx + 2j x x dx + 3 J sen xdx = 7x + ^ - 3cosx + C. 

6.2. INTEGRACI6N POR CAMBIO DE VARIABLE _ 

Si tenemos una integral que no es inmediala y mediante un cambio de variable se (rasforma en una 
integral que es inmediata o cuyo cdlculo es mis scncillo, podemos hacerlo si se cumplen las condiciones de 
la siguiente proposicidn. 

■ Proposicidn (Integracidn por cambio de variable) Sean [a; b] y [c; d\ dos intervalos, g una fimeidn 
con derivada conlinua en [a; 6] siendo ry([a; 6]) C [c; d], y f una funcidn conlinua en [c; d], entonces 

J f(x)dx = J f[g(t)\g'(t)dt = F(t) +C = F|<T'(x)] + C. 



Capltulo 6 / CAIculo de primitivas • 129 


La f6rmula de integracidn por cambio de variable la utilizaremos en un sentido derivado de la fdrmula 
del enunciado: si ademds de las condiciones del enunciado, g es inyectiva, componiendo por la derecha con 
g~ 1 , en los dos miembros de la fdrmula, resulta 

f f =[f (/°»)»'j °9"‘> 

en la que partimos de la integral de la funcidn /, hacemos el cambio de variable dado por g, y finalmcntc 
deshacemos el cambio de variable componiendo con g~ 1 , como veremos en los ejemplos siguientes. 


■ Ejemplo 6.2 Para hallar la integral 


f -7== 

J y/T^ 


hacemos el cambio x = sen t, entonces es dx = cos tdt y t = arcsen x, y tenemos: 
f dx f cos tdt f cos tdt f 

/ . - . = / , . = = / - = dt = t + C = arcsen x + C. 

J y/m J N/r^seiJ 5 ! J cos t J 
■ Ejemplo 6.3 Para calcular 

/ TTT^ 


/ rr?* = / m = nJs / iT7 “ nT 5 l " 11 + (| + c - ns'" (1 + 3 '> + c 

■ Ejemplo 6.4 Para hallar 

'-/lib"* 

hacemos el cambio Inx = t, es jdx = dt, de donde 

/ = J jdt = In \t\ + C = In | lnx| + C. 


6.3. Integraci6n por partes 


■ Proposici6n (Integracidn por partes) Sean uyv dosfuncionescon derivadasconiinuas en el iniervalo 
I, entonces 



Esta fdrmula pucde escribirse 

J u(x)v'(x)dx = u(x)t>(x) - J u'(x)v(x)dx, 

sicndo vdlida salvo constantc, que se anadc al quitar la ultima integral. 

El mdtodo de integracidn por partes es elicicntc para intcgrandos de las formas: 

1. Productos de polinomios por senos o coscnos. 

2. Productos de polinomios por funciones cxponcnciales. 

3. Productos de funciones cxponenciales por senos o cosenos. 

4. Productos de polinomios por funciones trigonomdtricas inversus. 

5. Productos de polinomios por logaritmos. 

6. Algunas expresioncs irracionales. 
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■ Ejemplo 6.5 Para calcular la integral 


J xe x dx = xe x — J e z dx — xe x — e x + C = e z (x - 1) + C. 

■ Ejemplo 6.6 La integral 

J x 2 In xdx 


se resuelve haciendo 


u = Inx 
dv — x 2 dx 


pues obtenemos 

[ 2, . i 3 , f i 3 1 . 

I x In xdx = — In x — I —— dx 

6.4. INTEGRACI6N DE FUNCIONES RACIONALES 


Se irata de calcular la integral de una funci6n racional 

im^ 


donde P(x), Q(x) son dos polinomios con coeficientes reales. 

Si el grado del numerador es mayor o igual que el del dcnominador, se efectua la division 


Q(x) ~ v ^Q(x)’ 
y como la integral del polinomio C(x) es inmcdiata, el problema se reduce a calcular la integral 


p(x) 

J Q(x)' 


cuyo numerador tiene mcnor grado que el denominador. Para resolverlo es necesario acudir a la descompo- 
sicidn en fracciones simples. 


I Ejemplo 6.7 Para hallar la integral 


/ ^dx, 

J x + 3 


efeetuando la divisi6n, por Ruffini, queda 

/ TTT dx = / (I “ 4) + Th dt = / (I - i)d * + 12 / jh 

X 2 xi 

= -T- - 4x + C x + 12 In |x + 3| + C 2 = — - 4x + ln(x + 3) 12 + C. 
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Llamamos fraccidn simple a una expresi6n de la forma 

A Mx + N 

{x ~ a)k ° [(*-p) 2 +fl 2 ]*’ 

dondc A y a o A/, N,py q son numeros reales y k es un numero natural. 

■ Teorema (de descomposicidn de funciones racionales) Toda funcidn rat ional 

R(x) 

Q(x)' 

con gr(/?(x)) < gr(Q(x)), es suma de fracciones simples cuyos denominadores son los factores del poli¬ 
nomio Q(x). 

Para descomponer una funci6n en fracciones simples, primero hcmos de dcscomponcr cl dcnominador 
Q(x) en factores irreducibles y dcspu£s hallar los coclicientes que aparecen en los numeradorcs de las 
fracciones simples. La faclorizaci6n de Q(x) se obtiene aplicando el teorema que afirma que si a es una 
rafz (real o compleja) de la ecuaci6n Q(x ) = 0, cntonccs x - a es un factor del polinomio Q(x ); adcnrfs, 
si a es una rafz de multiplicidad n, entonccs (x - a) k es un factor de este polinomio para todo k < n. 
Ademis, si p + qi es una rafz compleja de la ecuaci6n Q(x) = 0 con cocflcientes reales, cntonccs p - qi, 
tambiln es rafz de esta ecuaci6n (de la misma multiplicidad), y entonces el polinomio Q(x) tienc cl producto 
(x — p — qi)(x — p + qi) = (x — p) 2 + q 2 como factor. 

Los coeficicntes que aparecen en los numeradorcs de las fracciones simples sc hallan gcncralmente por 
el llamado milodo de los coeficientes indeterminados, que esludiaremos con cjcmplos. Veremos tanibidn 
que las fracciones simples pueden integrarse por los mltodos que ya hcmos cstudiado. 

Haremos este estudio en cuatro casos, dependiendo del tipo de rafccs del dcnominador. 

S6lo raices reales simples 

Sean a t , a 2 ,..., a„ las rafces reales simples de Q(x), en este caso descomponemos en la forma 

R(x) A. | A 2 | | A n 

Q(x) x - «i x — U'2 x — a„ 

y entonces serf 

f R(x) , r dx , f dx A f dx 

J Q(x) J x-a { J x-a -2 J x-a„ 

= Ai In |x - ai | + A-j In |x - 02 ! + ■ ■ ■ + A„ In |x - n n | 

dondc los coeficientes A i, A 2 , ..., A n se determinan, de modo linico, identilicando los polinomios como 
veremos en cl ejemplo. 

■ Ejemplo 6.8 Hallemos la integral 

/ xdx 
(x + l)(x - 2) 

Pucsto que cl grado del numcrador es me nor que cl del dcnominador. descomponemos en fracciones 
simples: 

x A B A(x - 2) + B(x + 1) 

(x+ l)(x-2) _ x+1 + x-2 _ (x + l)(x - 2) 

De la igualdad de los numeradorcs 


x= A(x-2) + B(x+1) 
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calcularcmos los valores de los coelicientes A y B, por uno de eslos dos mdlodos. 

Primer mitodo: Operando en la igualdad anterior, queda 

x = (A + B)x + (-2A + B) 

e idenlificando los coeficientes de eslos dos polinomios de primer grado, resulta el sistema 


( A + B = 1 f A = 1/3 
\-2A + B = 0 ^ = 2/3 


r xdx 1 f dx 2 f 

J (x + l)(x-2) ~3j 3 J X 


- = -ln|x+l| + -ln|x —2|+C 


= In \/\x + 1| + In y (x - 2) 2 + C = In i/|x + 1| (x - 2) 2 + C. 

Segundo mitodo: Como la igualdad de polinomios 

x = A(x — 2) + B(x + 1) 

es vdlida para todo valor real de x, bastard dar a x dos valores convenienles. Como -1 y 2 anulan uno de 
los sumandos de la igualdad anterior, al sustiluir en ella se liene 


para x = -1 : 
para x = 2 : 


-1 = —3/il 
2 = 3 B | 


4 = l/3l 

3 = 2/3/ 


y el proceso es mds edmodo. 

Tambidn es posible combinar ambos mdlodos, es decir, dar algunos valores para sacar unas ecuaciones 
y considerar tdrminos de alguna potencia, como idrmino de mayor grado o idrmino independiente, para 
oblener otras ecuaciones. 


Con raices reales multiples 

Sea a una raiz real con mulliplicidad n. En esle caso descomponemos 

B(x) _ R(x) _ Ai A'2 A n 

Q(x) (x-a) n ~ x-a + (x - a) 2 + + (x-a) n ’ 

y de esle modo, integrando la primera fraccidn simple oblendremos un logaritmo y de las demds obtendre- 
mos potcncias de x - a : 


= r ! + c - 

Esla descomposicidn se realiza para cada una de las raices y los coeficienies se delerminan igualando 
los polinomios como veremos en el siguienie ejemplo. 


I Ejemplo 6.9 En la integral 


x 2 + 3 


-;dx 


J (x- l)(x + 2) 2 

tenemos una raiz simple y otra doble en el denominador, la descomposicion es 

x 2 +3 = A B C 

(x - l)(x + 2) 2 “ x - 1 + x + 2 + (x + 2) 2 ’ 
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operando obtenemos que 


2 + 3 = A(x + 2) 2 + B(x - l)(x + 2) + C(x - 1). 


Podemos idcntificar los polinomios, o dar valores, o mezclando ambos m&odos: 


para x = 1 : 

para x = -2 : 

t6rmino de mayor grado: 


4 = 9/l'j A = 4/9 

7=-3 C > esdecir, C = -7/3 
1 = A + B J B = 5/9 


f l2+3 , 4 f dx 5 f dx 7 f dx 

J (x - 1 )(x + 2) 2<<I ~ 9 J x-l + 9 J x + 2 3 7 (x + 2) 2 

= ^ !n |x - 1| + § ln |x + 2| - ^ J(x + 2 )~ 2 dx 

= ln^/|x-ll 4 + lny|x + 2| 5 -^ ‘ + K 

= In y|x-l| 4 |x + 2| 5 + ^^+tf. 

Con raices complejas simples 

Como Q(x) tiene coeficientes reales, si tiene una raiz compleja p + qi, tiene su conjugada p - qi; a 
esla pareja de rafces le asignamos una firacci6n del tipo 

Mx + N _ Mx + N 

(x - P - <?*)(* ~ P + Qi) ~ (x - p) 2 + q 2 ' 

de este modo no apareccrin en ningun momento numcros complejos en la integraci6n. Cada una de csias 
integrates se transform ari en dos: una de tipo logaritmo y otra de la forma arco tangente: 

f Mx + N J f Mx-Mp + Mp+N 
J {x -p)2 + q 2 dx - J (x — p) 2 + q 2 dX 


■ Ejemplo 6.10 Hallemos 


= M / <* -vA ? iI+m+N) I vr- $ v? 

Mf 2(x-p) Mp + N f dx 

~ 2 J ( x -p)2+ q 2 dX + q 2 J (!=R)2 + 1 

M . x2 2 \ Mp+N r \ 

= y ln((x-p) + q) + ——j-^ r -dx 

= y In ((x - p) 2 + q 2 ) + Mp + N arctg + C 

[ __dx 

J (x-l)(x 2 +x + l) 


Las raices del denominador son 1, -£■ ± ^ i. Es decir, una raiz real simple y una pareja de raices 
complejas conjugadas, por lo que la descomposici6n adecuada es 

2x + 1 A Mx + N 

(x - l)(x 2 + x + 1) x - 1 + x 2 + x + f 


2x + 1 = i4(x 2 + x + 1) + (Mx + JV)(x - 1), 
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y agrupando queda 

2x + 1 = (A + M)x 2 + (A- M + N)x + A - N\ 
si ahora identificamos eocficienles se obticnc A = 1, M = —l, N = 0. Por cllo scr4 

r 2x + i dx = [j*_ + r - x — dx 

J (x - l)(x 2 + x + 1) J X- 1 J x 2 + x + l 

= ln| '*" ‘I" 5 J * 5/ 

='" I 1 - H - 5 +1 + ‘> + 5 / (TTTpTl* 

|x-1| 11 f 1 

= 7PT77T + 2! / !Ip!T; 

■' 2 I — 

v/x 2 + X + 1 2 v/3 J ^2x^1 j +1 

. |x-l| . 1 _2x + 1 , „ 


v/x 2 + x + 1 v/3 


v/3 


Con raices complejas multiples 

Si las raices p±qi son de mulliplicidad n, descomponemos en la forma 

R(x) Mix + Ni M 2 x + N 2 M n x + N n 

Q(x) ~ (x - p) 2 + q 2 + [( x _ p )2 + ,2j 2 + + [(x - p)2 + 9 2 ]" 

y el cilculo de las integrales del tipo 

Mx + N 
[(x-p) 2 +q 2 ] k 

puede hacerse, como vamos a vcr, por tres m£todos, a saber: reduction de exponente, formula de reduction 
y por el mtiodo de Hermite (tambidn llamado, m4s propiamenie, de Hermite-Ostrogradski). 


Reduccion de exponente 


r Mx + N fa - [ M (x - p) + Mp + 

J [(x-p) 2 +q 2 ] fc J [(x - p) 2 + q 2 ] k 




[ -—-r 

J [(x~P) 2 + 9 2 ] 

f 2(x - p) ^ / fcrf _ u _fc+l 1 1 

J [(x-p) 2 +q 2 ] k J ‘ -* + l (1 — k)u k ~ l _ (1 — fr)[(x — p) 2 + q 2 ] fc_l 


La primera de estas dos integrales puede calcularse fdcilmente: 
2(x - p) 
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y a la segunda integral vamos a llamarla Ik- 


1= f = f dt = — [ t2 + q2 ~ t2 dt 

k J [(x - p) 2 + J \t 2 + </ 2 l fc Q 2 J \t 2 + 

= 4/ dt 

q 2 J k 2 + 9 2 ]* -1 <i 2 J [< 2 + </ 2 ]^ 

Calculando esta ultima integral por partes, hacemos 


t,-„= I f[t 2 + q 2 }- 

\t 2 + g 2 ]' 2 J J 


2(-* + l) 2(1 - fc) [t 2 + g 2 [* :_l 


/fc g 2 ^ ' q 2 |^ 2(1 _ fc) [ t 2 + 9 2 ] 


" 2 9 2 (Jfc - 1) [t 2 9 2 ]*- 1 2g 2 (l 


2(l-fc)[t 2 + 9 2 ] fc - I J 

J_ f dt 

(1 -k)J It 2 + g 2 ]*' -1 


, 2 ]*-> 2q 2 (l-k)J [(2 +,2] 

_ x-p _ 

2q 2 (k- l)|(x-p) 2 +g 2 ] fc-1 


■ Ejemplo 6.11 Para hallar la integral 


x 2 + 1 

(x- l)(x 2 +2) 2 = 


Mx + N Px + Q 
' x 2 + 2 + (x 2 + 2) 2 ’ 


f x 2 + l 2 f dx 2 [x+lj_ t lf x+1 

J (x- l)(x 2 +2r"9ix-l 9 J x 2 + 2** + 3 J (x 2 + 2) 2<U 

- 5 in |x - 1| - | [i mix’ + 2) + ^ nrclg i] + 5 / 
Esta ultima integral la expresamos como suma de dos en la forma 

/(^^^ = /(x 2 + 2) 2dl + /(^T^ <te = T^T2 +/2 ’ 

siendo /2 la ultima integral, y que vamos a calcular por reduccidn 

,!= / (z’ + 2) !lil= 2 / (x ! + 2)» 141 

= 5 / " 5 / pTsF* = 5' 1 " 5 / pTaF'' 1 

y esta ultima integral la calculamos por partes, siendo 


_ xdx ! xdx 1 f 

V ~ (x 2 +2) 2 ’ V ~ J (x 2 + 2) 2 “ 2 J (X 
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y de esle modo se liene que 

h = 2 1 ' ~ 2 [2(i 2 +2) + 2 / i 2 + 2 dl \ 

1 _J£_ 1. x 

~2 il + 4(x 2 + 2) 4 h 4 1 + 4(x 2 + 2) 

yaquees h = J-arctg(^). 

Fdrmula de reduccidn 

La fdrmula dc reduccidn oblcnida 

Ik ~ Q 2 i l + 2 (1 - *)) Ik ~' + 2q 2 (k - 1) [(x - p) 2 + q 2 ] k ~ l 
pucde aplicarse directamenlc, si se dispone de ella. 




Metodo de Hermite 

Esle mdlodo sirve lambidn para el caso en que el denominador presenia raiccs reales multiples. 


■ Proposicidn (Metodo de Hermite) La integral de lafuncidn racional con gr(R(x)) < gr(Q(x)). 

puede calcularse por la fdrmula 


f RW 

J QW 


' Q i(x) 


f Y(x) 

J Q 2 (x) 


dx, 


donde,Q 2 {x) = (x - ai)(x - a 2 )... [(x - p) 2 + q 2 ] .... contiene los factores de las raices reales y pares 
de complejas conjugadas, elevados a L Q\{x) = es decir, contiene los restantes factores y X(x). 

Y (x), son polinomios indeterminados de grado uno menos que sus denominadores, cuyos coeficientes se 
hallan derivando la expresidn. 


■ Ejempio 6.12 El denominador de la integral 


/ 


x 2 — 2 
X3(X 2 + l) 2 


dx 


ticne por raiccs 0, triple y ±i, dobles. Dcscomponiendo por Hermite 

f x 2 — 2 Ax 3 + Bx 2 + Cx + D [Ex 2 + Fx + G J 

Jx 3 {x 2 +l) 2 x2(x 2 + l) + J x(x 2 + l) ** 

Ax 3 + Bx 2 + Cx + D f H f Mx + N . 

° *»(*» + !) — + i7' ,I+ y^n-^ 

Esle ultimo paso lo hacemos porque nos causard el mismo trabajo hallar E, F , G, para luego descom- 
poner, que hallar dircclamentc H, M, N, ya dcscompuesla. 

Derivando esta ultima igualdad, se liene 


x 2 - 2 x 2 (x 2 + l)(3i4x 2 + 2Bx + C) - {Ax 3 + Bx 2 + Cx + D)(4x 3 + 2x) H Mx+N 

X 3 (x 2 + 1)2 X‘*(x2+1)2 + 7 + X 2 + 1 

simplificando entre x, y operando queda 

x 2 -2 = (x 3 + x)(3i4x 2 + 2Bx + C) - (/lx 3 + Bx 2 + Cx + £>)(4x 2 + 2) H Mx + N 

X 3 (x 2 + 1)2 X 3 (X 2 + 1)2 + X + X 2 +l ’ 
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de donde, reduciendo a comun denominador, c igualando los numeradores, resulia 

x 2 - 2 = (x 3 + x)(3/lx 2 + 2 Bx + C) - (/lx 3 + Bx 2 + Cx + D)( 4x 2 + 2) 
+ Hx 2 {x 2 + l) 2 + (Mx + N)x 3 (x 2 + 1), 


polinomios de grado 6 que permilen calcular los 7 coeficienies indcicrminados, pues dando a x los valores 
0 e i, que son rafccs, y considerando los l^rminos de mayor grado se oblienen cualro ccuaciones, para hallar 
tres ecuaciones mis damos a x olros valores sencillos como 1, 2 y — 1, obleniendo 


Queda 


: { B - 


D= 1 
= C 
5/2 
H + M = 0 


A = 0 
B = 5/2 
C = 0 
D = 1 


si x = 1 
si x = 2 
si x = -1 


H = 5 


N = 0 


h 


: 3 (x 2 + l) 2 


+ 5 In |x| - ^ In (x 2 + 1) + C 
2x 2 (x 2 + 1) + ln (7^) +C ' 


' x 2 (x 2 + 1) 
5x 2 + 2 

= 2x 2 (x2 + 1) 

5x 2 + 2 


6.5. iNTEGRAClbN DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES 

Pueslo que (odas las integrates racionales pueden integrarse, vamos a ver c6mo hallar algunas intcgralcs 
irracionales convirtiindolas en racionales mediante un cambio de variable. Esludiaremos ahora cuatro tipos 
de irTacionales algebraicas, dejando las trascendenles para mis adelante. 


Funciones irracionales en x 


Son de la forma 


/*H 


donde R es una funcidn racional y los numeros pi /qi , P2/42. - - -. son racionales. Eslas integrates se rcducen 
a racionales mediante el cambio 


i"i =1, esdecir, x = t m , 

siendo m el mfnimo comun mulliplo de los denominadores, m = mcm{<ji, q 2 > • • ■} • 


■ Ejemplo 6.13 Para calcular la integral 


/ 


dx 


como es 6 = mcm {3,2}, haciendo tfx = t, es \/x = t 2 , ^/x = t 3 , x = t 6 , dx = 6 t h dt y resulia 




= 6 (j~ J + t ) - 6ln|i + 1| + c 

= 2y/x — 3\/x + 6\/x — 6 ln( 1 + tfx) + C. 
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ax + b 

Funciones irracionales en x y cx + j 

Estas integrates son de la forma 

siendo R una funcidn racional, a, 6, c, d numeros reales y pi/<Zi, P2A/2.numeros racionales. Mediante 

el cambio de variable , 

\ cx + dj 

siendo m = mcm{<7i, q 2 ,... } , estas integralsse transforman en racionales. 

■ Ejemplo 6.14 En la integral 

/ xdx _ 

y{x + 2Y-y/x + 2' 


hagamos s/x + 2 = (, de donde x = ( G — 2, dx = 6 t 5 dt, resultando 

xdx = f (t 6 - 2)6t 5 dt = f t»-2t* dt 

l J t 4 -t 3 J t - 1 


</(x + 2) 2 - V7+2 ' 
que es una integral racional. 


h 


Irracionales cuadraticas 


Son de la forma 

J R [z, \/ ax 2 + bx + cj dx, 

siendo R una funcidn racional, a, b, c numeros reales yo^O. 

Estas integrales pueden reducirse a racionales mediante el cambio de variable que indicamos en los 
siguientes casos: 

A Si es a > 0, hacemos s/ax 1 + bx + c = ax + t. 

B Si es c > 0, hacemos s/ax 2 + bx + c = tx + s/c. 

C Si son a < 0, c < 0 se pone ax 2 + bx + c = a(x - ri)(z - r 2 ), y hacemos s/ax 2 + bx + c = t(x - r 1). 

Tambidn pueden ser convcrtidas fdcilmente en trigonomdtricas en los siguientes casos: 

A Jr [ x > '/a 2 - x 2 \ dx. Cambio x = a sen t o bien x = a cos t. 

B Jr [ x > \/a 2 + x 2 \ dx. Cambio x = atgt. 

C’ J R [1, s/x 2 - a 2 J dx. Cambio x = 

En el caso particular de integrales cuadrdticas que scan de la forma 


/ 


P(x) 

s/ax 2 + bx + 


:dx. 


o que puedan reducirse a esta forma, donde P(x) es un polinomio de grado «, puede utilizarse ademds de 
los cambios citados la siguicntc descomposici6n, llamada metodo alemdn, 

/ / 2^1 1 dx = Q( x )'/ax 2 + bx + c + K f dx 
J V ax 2 + bx + c J s/ax 2 + bx + c 

siendo Q(x) un polinomio de grado n — 1. Donde el polinomio Q(x) y la constante K se determinan por 
derivaci6n, de forma andloga a como se hace en el mdtodo de Hermite. 
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■ Ejtmplo 6.15 En la integral 


f _ dx 

J (1 + x)v/l + x + x 2 ’ 


haciendo el cambio v/1 + x + x 2 = x + t, resulta, elevando al cuadrado y operando, 
t 2_j —2(t 2 — t + 1) 

x = T^2t' dx= (i-ap -*’ 

con lo que resulta la integral racional 

f dx f -2(t 2 — t + l)dt f 2 


■ Ejemplo 6.16 Para la integral 


J v/4 +1 2 


[ dx [ 2 dt [ 1 dt [ cos tdt [ dz 

J v/4 + x 2 ~ J v/4 + 4 tg 2 1 cos 2 t ~ J v/l + tg 2 1 cos 2 1 J cos 2 1 J 1 - z 2 

~\Jrh*\jrh = y" ,|i -«i + j | » |i +« | +c 

1 _|v/4 + x 4 + x| 


donde se ha hecho el cambio sen t = z en la integral irigonomitrica. 


■ Ejemplo 6.17 Para calcular la integral 


f 9x 3 + 28x + 1 
J v/4 + x 2 

podemos descomponer por el mitodo ale min en la forma 


dx, 


/ ^ r*/ * ^o 

donde bastari hallar los coeficientes A,B,Cy K, dado que la ultima integral esti calculada en el Ejem¬ 
plo 6.16. Derivando en ambos miembros en la descomposicidn anterior queda 


9x 3 + 28x + 1 
v/iTx 2 


(2Ar + B) v/4 + x 2 + (Ar 2 + Bx + C) - 


2 v4 + x 2 

(2Ae + B)(4 + x 2 ) + {Ax 2 + Bx + C)x + K 
v/4 + x 2 


de donde 

9x 3 + 28x + 1 = 3i4x 3 + 2Bx 2 + (8.4 + C)x + 4B + K, 
e identificando tenemos el sistema 

3.4 = 9 ' 

2B =0 
8.4 + C = 28 
4B + K = 1 . 

cuya solucidn es.4 = 3,B = 0, C = 4yA" = 1. 
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Integrates binomias 

Son las integrals dc la forma 

J x"'(a + bx n ) p dx 

siendo a, 6 reales no nulos y in, n, p numeros racionalcs con n / 0. 

Con el cambio de variable i n = t, es x = f l/,n , dx = *-77— dt, resultando 

J x m (a + bx n ) p dx =^J tn(a + bt) p t^T dt=^J t q (a + bt) p dt, 

siendo q = 77 + f ‘ ■ 

Si alguno de los ires numeros p,q,p + q, es entcro, la ultima integral es una funci6n irracional en x y 
con c = 0, d = 1, y puede calcularse. El cambio a efcctuar, siendo r, s enteros, es el siguiente: 

A Si p es entero, hacemos t = z a , siendo q = 7, 

B Si 9 es entero, hacemos a + bt = z s , siendo p = j, 

C Si p + 9 es entero, hacemos = z s , siendo p = 7. 

■ Ejemplo 6.18 La integral 

= f dx = r 1(2 3x 2y 3 /2 d 

J X\/{2 + 3i 2 ) 3 J 

con cl cambio x 2 = t,x = \ft,dx = \t~ l/2 dt, queda 

/ = J r*' 2 (2 + 3f)- 3 / 2 ^^ = i J r l (2 + 3f) -3/2 df, 

y comoes <j = -1 = hacemos cl cambio 2 + 3f = z 2 , f = dt - 

1 f 3 _ 3 2zdz f dz 
~ 2J z 2 -2 Z 3 ~ J (z 2 -2)z 2 ’ 

que cs racional. 


6.6. Integraci6n de algunas funciones trascendentes 

Tipo exponencial 

Son intcgralcs de la forma 

J rt|a*]dx, 

que mediante cl cambio a 1 = t, quedan rcducidas a integralcs racionalcs. 

■ Ejemplo 6.19 En la integral 

S^r£ Ldx ’ 

hagamos cl cambio e x = f, cntonces cs x = Inf, dx = —,y queda 
- - 3e 21 


f e 1 - 3e 21 ft-3t 2 dt f 1 - 3f , 

J “iT? -1 * 1 = J TTTT = J 7T^' , ' 


que es racional. 
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Funciones racionales en sen x y cos x 

La forma de eslas integrates es 

J R [sen x, cos x| dx 

y se convierten en racionales polindmicas con alguno de estos cuatro camhios: 

A Si R [sen x, cos x| es impar en cos x, cambio sen x = t , 

B Si R [sen x, cos x| es impar en sen x, cambio cos x = t , 

C Si R [sen x, cos x] es par en sen x, cos x, cambio tg x = t , 

D Todas eslas integrates pueden hacerse con el cambio tg f = t. 

El caso D se aplica sdlo cuando no es posible ninguno de los otros, mds sencillos, y cntonces es 


sen x 2 sen § cos \ 2 sen § cos f 2 tg f 2f 

36111 1 1 cos 2 | 4- sen 2 f 1 + tg 2 f 1 4- 1 2 ’ 

_ cos x _ cos 2 § - sen 2 \ _ cos 2 § - sen 2 § _ 1 - tg 2 f _ 1 - t 2 
C ° S 1 1 1 cos 2 | + sen 2 f 1 + tg 2 § 1 + 1 2 


y como es x = 2 arctg t , resulta entonccs que es 


Cuando tengamos producto de potencias de sen x y cos x, es dccir, integrates del tipo 
J sen m x cos" xdx, 

con m, n enteros, utilizaremos los cambios de los casos A, B y C. 

Una forma edmoda de expresar las razoncs trigonomdtricas ncccsarias en cada uno de estos cambios 
se tienc al considerar un tridngulo rectdngulo convenientc, como sc observa en la Figura 6.1, dondc por 
ejemplo en el cambio tgx = t, resultan ser 


' s/TTfS 


sin mds que aplicar al iridngulo corrcspondiente las dcfinicioncs de seno y coseno. 



Cambio sen x = t 


Cambio cos x = t 



Cambio tg x = t 


Figura 6.1 Expresidn de las razones trigonomdtricas dependiendo del cambio. 
■ Ejemplo 6.20 Calculcmos la integral 


J sen 3 x + 2 cos 2 x sen x 

Esta integral puede haccrse por los cuatro cambios considerados cn las integrates racionales trigono- 
mdtricas. Elegimos cl A, lo que supone tomar sen x = t , y cos xdx = dt. 


J sen 3 x + 2cos 2 xsenx J t 3 + 2(1 - f 2 )f 

a integral racional con sdlo raiccs reales simples. 


= / — 
J 2t - < 3 ’ 
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■ Ejemplo 6.21 En la integral 


[ 1+aen ^ fc 

J senxcos*x 

s6lo podemos aplicar el cambio D, siendo tg § = t> resultando 

f 1 + senx , _ / 1 + TT 7 Idt f 2(1 + t 2 + 2Q(1 + t 2 )dt 

J senxcos 2 x J 2 1 + t 2 J 2t(l - t 2 ) 2 

f (i+t) 2 (\ + t 2 )dt r (i+t) 2 (i + t 2 )dt r 1 + 1 2 

~ J t(i-< 2 ) 2 J t(i-t) 2 (\ + t) 2 J t(i-t) 2 ’ 


Producto de senos y cosenos 

Son de la forma 


J sen mi cos nxdx, m,n€N. 

Estas integrates puden hacerse directamente, sin racionalizar, mediante las fdrmulas de trigonometria 


que cambian productos £ 

1 sumas y que vamos a revisar. 

Como 

sen( A + B) = sen A cos B + cos A sen B 
sen( A — B) = sen A cos B — cos A sen B , 

sumando queda 

sen( A + B) + sen(A - B) = 2 sen A cos B, 

luego 

J sen A cos B = ^ J sen(A + B) + sen(A - B). 

Adem£s, como 

cos(A + B) = cos A cos B - sen A sen B 
cos( A — B) = cos A cos B + sen A sen B , 

sumando resulta 

cos(A + B) + cos(A - B) = 2 cos A cos B, 

y restando resulta 

cos(A + B) - cos(A - B) = -2 sen A sen B, 

luego 

J cos A cos B = ^ J cos( A + B) + cos( A - B) 

y lambi£n 

f sen A sen B = \ f ~ cos(A + B) + cos(A - B). 


■ Ejemplo 6.22 Para la siguiente integral tenemos 

J sen 3x cos 4xdx = ^ J [sen7x + sen(-x)) dx 

1 [ _ . If , — cos 7x cos x 

= - / sen 7 xdx - - I sen xdx - -H-+ C. 

4 J 2 J 14 2 

■ Ejemplo 6.23 La integral del coseno cuadrado cs 

J cos 2 xdx = J cos x cos xdx = ^ J [cos 2x + cos 0)dx 
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Integrates recurrentes 

Algunas integrates que dependen de un pardmelro n g N pucdcn calcularse hallando una f6rmula 
recunente, como ocurre en la integral de siguiente ejemplo. 

■ Ejemplo 6.24 Para hallar la integral 

/„ = J x n e~ z dx, 

se tiene que para n = 0 es 

I 0 = J e~ x dx = —e~ z + C 

y para el caso general, haciendo por partes u = x n y dv = -e~ z dx, es 
/„ = J x n e~ x dx = - J x n (-e~ z )dx 

= -x n e~ x + J nx n ~ l e~ x dx = -x n e~ x + n J x n ~ l e~ z dx = -x n e~ z + n/„_i. 

Problemas Resueltos_ 


► 6.1 Calculese la integral indefinida 

17 

RESOLUCibN. Puesto que la derivada de la rai'z cuadrada de x es multiplicando y dividiendo por 2, 
tenemos que 

J -i= e^dx = 2 J ^=e^dx = 2 J e' /i ( N /i)'dx = 2e' /I + C. 

Lo que hacemos es considerar la funcidn u(x) = y/x y como u'(x) = (y/x)* = la integral dada 
es 

2 J e u(l V(x)dx = 2e u(l) + C, 

sin mds que mirar en la tabla de integrates inmediatas de la pdgina 398. 

Utilizando notaci6n diferencial, como la funci6n u{x) = </x tiene por derivada u'(x) = su 
diferencial es du = j^-dx, es decir, 

J -±= e^dx = 2 J = 2 J e u du = 2e u + C = 2e' /i + C. 

En forma mds breve basta escribir 

J -j= e^dx = 2 J ^=dx = 2 j e^d(,/I) =2 J d(e^) = 2e^ + C. 


► 6.2 Calculese la integral 


lT77f dx - 
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RESOLUCI6N. Se iraia de la integral de una potencia de 1 — x, como la derivada de 1 x es 1, rcsulta 
que 

/ (T^ ^ ' I ' 1 -* -/ (1 - I)_S< - 1)dl - ‘ + C = ^ + c 

Con nolaci6n diferencial es 

Jjrhy dx= I (1 " xy2(ix = ■ / (1 _ x) ' 2( - 1)£te 

= -|(l-x)- 2 d(l-x) = -^-^ + C= r ^+C. 

► 6.3 Calculese 

J (tg 3 x + tg 5 x)dx. 

RESOLUCI6N. Sacando factor eomun tg 3 x y leniendo en cuenta que la derivada de tgx es 1 + tg 2 x, 
queda 

J (tg 3 x + tg 5 x)dx = J tg 3 x(l + tg 2 x)dx = J (tgx) 3 d(tgx) = + C. 

► 6.4 Hdllese la integral 

J sen 3 xdx. 

RESOLUCI6N. Descomponiendo sen 3 x en producto y leniendo en cuenta la relaci6n lrigonom6trica fun¬ 
damental sen 2 x + cos 2 x = 1, se liene 

J sen 3 xdx = J sen x sen 2 xdx = J sen x(l — cos 2 x)dx 

= J sen xdx - J sen x cos 2 xdx = J sen xdx + J cos 2 x(-sen x)dx 

= - cosx + J cos 2 xd(cosx) = -cosx + ££L£ + c. 

► 6.5 Calculese la integral 


RESOLUCI6N. Sumando y rcstando 1 a la funci6n subintegral para lener la derivada de la langente, resulta 
J tg 2 xdx = J (1 + tg 2 x - 1 )dx 

= J (1 + tg 2 x)dx - J dx = J d( tgx) - J dx = tgx - x + C. 

*■ 6.6 Calculese la integral indclinida 
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RES0LUCI6N. Puesto que es 4 x = (2 X ) 2 y laderivadade 2 X es 2 X In 2, multiplicand!) y dividicndo por la 
constante In 2, tenemos 


i 


• 6.7 Calculese la integral 



RESOLUCI6N. La raiz en el denominador nos indica que la primitiva pucdc ser una raiz si tenemos cn el 
numerador la derivada de 1 - e x , que es -e x , y cl doble de la raiz en el denominador, por tanto 




dy/T^e* = -2 + C. 


► 6.8 Calculese 


/sf^- 


RESOLUCI6N. Esta integral ticne el aspecto de un arco tangentc, para cllo dividimos cntrc 9 cn numerador 
y denominador, cscribimos el denominador en la forma 1 + u 2 y tratamos de conseguir en el numerador la 
derivada de u, es decir. 


I ^—E dx= [ — i ~ dx = 5 [ -—2^ 

J 9 + x° J i + £- 9 J l + (^) 2 

>■($> sJ i + <¥)' 


1 + (t) 

.1/ 

9 J i + (^) 9 J i + (^) 9 3 


► 6.9 H^llese la integral 


J Inxdx. 


RESOLUCI6n. Esta integral se resuclvc por partes haciendo 

u = In x du = — dx 
x 

dv = dx v = x, 


rcsultando 


J In xdx = xlnx - 


J dx = xlnx-xt-C = x(lnx - 1) + C. 


► 6.10 Resu6lvasc la integral indclinida 


arcsenxdx. 
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RESOLUClbN. Por partes haciendo 


u = arcsen x 
dv = dx 


v = x, 


f arcsen xdx = x arcsen x - J dx = x arcsen x + J ^ dx 

= x arcsen x + J d \/1 — x 2 = x arcsen x + \J\-x 1 + C. 


!► 6.11 Siendo ay b numeros reales, hdllese 


[ _ d .l _ 

J a 2 sen 2 x + b 2 c< 


RESOLUClbN. Dividiendo numerador y denominador por b 2 cos 2 x resulta 

/"_ dx _ _ f b i c * s a r ^ _ _L / 6co^ x ^ 

J a 2 sen 2 x + 6 2 cos 2 x J l + j£tg 2 x aft J i + (2J££) 2 

«ft V i + f^) aft V ft ) 


!► 6.12 Calculese 


,= 

i 1 + ^' 


RESOLUClbN. Pueslo que ^x es lo que ofrece dificultades en la integral, hacemos el cambio de variable 
y/x = t, con el fin de llegar a integrates inmedialas. 

De y/x = t es x = t 2 , y diferenciando obienemos 

dx = 2 tdt. 

Sustituyendo en la integral dada 

, r dx f 2 tdt ft+ 1-1. fft + l 1 \ 

J 1 + y/x J 1+t J 1+t “ Jy\+t l+tj l ' 

y descomponiendo y simplificando 

integrando obienemos 


y deshaciendo el cambio 


/ = 2t - 2 In |1 + £| + C, 

I = 2y/x - 2 In (1 + y/x\ + C. 
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Rcconlando las propicdadcs dc I os logurilnios, podcnios cscribir 

1 = 2 v / x-ln(l + /?)•' +C. 

HI artiKcio dc sumur y reslar I on cl numcrudor quc licrnos hccho, cs equivalent a cfccluar la divisidn. 
Basiu dcrivar la luncidn oblcnida para lencr la luncidn subinicgrul. lo quc pruebu quc la solucidn cs 
correcla; sin embargo, la expresidn dc la luncidn priniilivu no cs dnica. 


• 6.13 Calctflesc la inlcgral indefinida 


I = 


j tg 2xdx. 


RESOLUClbN. Tcncmos quc cs 

J J cos 2x 2 J cos 2x 

y como (cos 2x)' = —2 sen 2x, podemos inlcgrar dircciamcnle 

/ = -i|n|cos2x|+C, 
y por las propiedades de los logariimos. queda 

/ = - In v/|cos2x| + C. 


►6.14 Calculese la inlcgral indefinida 

I = j (x 2 + b)e~ z dx. 


RESOLUClbN. Al ser la inlcgral de un produclo. uno de cuyos faclorcs cs un polinoniio. y podemos 
rebajar el grado por derivacidn. y el oiro factor podemos inlcgrarlo fdcilmcnlc. vamos a intcnlar calcularla 
por partes, haciendo 


( u = x 2 + 5 
| dv = e~ z dx 


y cnlonces 



2 xdx 


/ 


e~ z dx = -e"'. 


Aplicando la fdrmula de integracidn por partes. 




nos queda 

/(x 2 + 5 )e~ z dx = —(x 2 + 5)e _x + J 2xe~ z dx, 

la integral que resulla es semejante a la dada, pero hemos rebajado el grado del polinomio, cnionccs, intc- 
grando por partes nuevamente, haciendo 


u = 2x 
dv = e~ z dx 



lenemos 
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I = -(x 2 + 5)e~ z - 2xe~ x + J 2e X dx 


y calculando esta integral, lenemos finalmente 

/ = -(x 2 + 5)e~ x - 2xe~ x - 2e~ x + C= -e _I (x 2 + 2x + 7) + C. 


► 6.15 Calculese la integral 


RESOLUClbN. Podemos intentar resolverla por partes, haciendo 


por lo que nos quedard 


, = JS«o + J 2 : 

Calculando por partes esta integral, llamando 


f „ . sen 3x 


y entonces obtenemos 


:os 3x 2 sen 3x 2 f sen 3x 
3 + 3 I_ 3 3./ 3 1 

:os 3x 2x sen 3x 2 cos 3x (2 2 \ cos 3x 2x sen 3x 


► 6.16 Calctilese la integral 


/ = / xln(l + x 2 )dx. 


RESOLUClbN. Puesto que la funci6n logarilmo neperiano liene por derivada una fraccion polin6mica, 
vamos a resolverla por partes. Llamando 


y entonces la integral dada serd 

/ = Jx ln(l + x 2 )dx = y ln(l + * 2 ) - / y ■ = y ln(l 4- * 2 ) - J J^dx. 
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Para calcular esta integral efectuamos la divisidn y obtenemos 


;.^M 1 + *»)-/ (*-Th) dI = T H ' +t2) -J xdx + \jTTk 


= (x 2 + 1)- ln(l + X 2 ) - — + C = (x 2 + 1) In v/l + X 2 - — + C. 


6.17 Calculese la integral 


RESOLUClbN. Tenemos que la integral pedida e: 


/x(x2-l) dl fx 


por lo que se trata de la integral de una funcidn racional con raices reales simples en el denominador, por 
ello descomponemos en la forma 

x - 2 _ A B C 

x(x + l)(x -1) x"*"x+l + x- l 

y efectuando la suma de fracciones simples queda 

x - 2 _ A(x + l)(x - 1) + Bx(x - 1) + Cx(x + 1) 

x(x + l)(x-l) _ x(x+l)(x-l) 

Para que sean iguales las fracciones, deberi cumplirse la igualdad de polinomios 
x - 2 = A(x + l)(x - 1) + Bx(x - 1) + Cx(x + 1) 

para todo valor de x, por lo que idenlificando los polinomios, o bien dando a x los valores de las raices 
x = 0, x = -1, x = 1, queda 

{ A= 2 
_2 

B = ~y 

£, _ 2I 

Por tanto, la integral pedida, sustituyendo eslos valores c integrando, queda 
f x - 2 0 f dx 3 f dx 1 f dx 

~ J x(x + i)(x- I) 4 * 1 ” 2 J T " 2 J 7TT " 2 J 7^1 


= Inx 2 - In y/\x+ 1|3 - In + K = In - 


5.18 Calculese la integral indefinida 
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RES0LUCI6N. Puestoqueel numeration tiene mayorgradoquc el denominador.es imprescindibleefecluar 
la divisidn; oblenemos por cocienle x + 1 y por reslo -x - 2, por lo que es 


/ 


x 4 - 3x 2 - 3x - 2 
i 3 - x 2 - 2x 


dx = 


-**-& )** 

x 2 f —x — 2 _ 

2 +X + J x(x + l)(x - 2) 1 ‘ 


Para calcular esia integral racional con raices reales simples en el dcnominador, cfectuamos la descom- 
posicidn 

- A | B + -g_, 

x(x+l)(x-2) i x+1 x-2 

debiendo ser id£n(icos los polinomios 


-x - 2 = A(x + l)(x - 2) + - 2) + Cx(x + 1), 

que para los valores de las raices x = 0, x = — 1, x = 2, nos proporcionan los valores A = 1, 
C = -y entonces resulta 


[ x 4 - 3x 2 - 3x - 2 


2 /■ 1 , 1 /• 1 j 2 /■ 1 

1 / x 3 J x + 1 3 J x - 2 

7 + x + In |x| - ^ In |x + 1| - ^ In |x - 2| + AT 

2 

- + x + In |x| - In </|x + 1[ - In \/{x - 2) 2 + A - 


!► 6.19 Hdllese la integral 


| ^/(x + l)(x-2) 2 | 


/= f. 1 + 1 

J x 2 - 3x + 3 


3 ’ 


RESOLUCibN. En primer lugar calculemos las raices del denominador. De x 2 — 3x + 3 = 0 obtenemos 
x = | ± n/3z , que son complejas simples. Como el numerador ya estd en la forma Mx + N, nos propor- 
cionari un logaritmo y un arco tangente. 

Como la derivada del denominador es 2x - 3, para sacar el logaritmo, multiplicamos numerador y 
denominador por 2, y sumamos y restamos 3, qucda 


■h 


1 [ 2x H 

'2 J x 2 - 3 


1/- 2x - 3 j_ , 1 /" 3 + 2 . 

2 J x 2 - 3x + 3 dl + 2 J x 3 — 3x + 3^’ 


1 f2x- 3 + 3 + 2 
2J x 2 -3x + 3 dX 


ya tenemos la primera de las integrales, por tanto 


2 -3x + 3 ) + 5/__i__dx. 


Para sacar el arco tangente hemos de poner el denominador en la forma u 2 + 1, y en el numerador u\ 
para ello haccmos 

x 2 - 3x + 3 = (x + a) 2 + 6 = x 2 + 2ax + a 2 + 6, 
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y obtenemos o = -ij, 6 = 5 , y entonces es 

/ = In \/x 2 - 3x + 3 + z f - —5 -<fx, 

2 J (*-%)+$ 

multiplicando numerador y denominador por para que aparezca la derivada de un arco tangenie, e intro- 
duciendo este factor dentro del cuadrado, queda 

; = i.v'*»-sx + s + 5/ j(i _» )1 + i i t = tav'x»-3* + s+5/^ 


basta ahora preparar en el numerador la derivada de , es decir, -j -, haciendo 


/ = In \/x 2 - 3x + 3 + 


2 




—dx = In \J x 2 - 3x + 3 + -^= arctg 
i v3 


/ 2x - 3\ 

( v/3 j 4 


El m^todo empleado es el mis conveniente para estas integrates que ticncn raices complejas simples en 
el denominador. Otra forma de calcular estas integrales es el empleo de fdrmulas, como la siguiente, vilida 
si p 2 - iq < 0 , 


2 + px + q 


. M , , 2 ,2 

-dx = — In |x 2 + px + q| + - 


- Mp 2 x + p 

== arctg y + C. 


• 6.20 Calculese la integral indefinida siguiente 


/ 


dx 

x 4 - 2 x 3 + 2 x 2 - 2 x + 1 ’ 


RESOLUCI6N. Para hallar las raices del denominador ensayamos por la regia de Rufflni los divisores del 
tirmino independiente y tenemos 


1 

1-2 2-2 1 

1-1 1-1 

1 

1-1 1-1 |_ 0 _ 

1 0 1 


I 0 i | 0 ~ 


por tanto, x = 1 es una raiz doble, y como el cocicnle es x 2 + 1 , las otras dos raices son ±t, por lo que 
tenemos 

f dx I" dx 

J x 4 - 2 x 3 + 2 x 2 - 2 x + 1 ~ J (x-l) 2 (x 2 + l)' 

Al tener una raiz multiple y raices complejas simples, debemos descomponer del modo 


_1_ _ A B Mx + N 

x 4 - 2 x 3 + 2 x 2 - 2 x + 1 x - 1 + (x - l ) 2 + x 2 + 1 ’ 


por lo que deben ser idinticos los polinomios 

1 = A(x - l)(x 2 + 1 ) + B(x 2 + 1) + (Mx + N)(x - l) 2 . 
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Dando el valor de la unica rafz real, x = 1, obtenemos 1 = 2B. Si damos cl valor x = 0, que equivale 
a igualar los tdrminos independienles de ambos polinomios, resulta 1 = -A + D + N, y dando a x el valor 
de una rafz compleja, x = z, qucda 

1 = (Mi + N)(i - l) 2 = (Mi + N)(- 1 - 2z + 1) = (Mi + N)(-2i) = 2M - 2Ni, 
de donde 1 = 2M y 0 = -2N. De csle sislema con cualro inc6gnilas resulla 

* = 4 B = b M = -r n=u ’ 

y enlonces es 

f dx i f dx , i f dx ^ 1 f xdx 

J x* - 2x3 + 2x2 - 2x + 1 “ ~2j x-l + 2j (x - l) 2 + 2} x 2 + l‘ 


Inlegrando las dos primeras y preparando la (ercera, resulta 

f dx 1 , | 11 1 — 1 1 1 / 

J x4-2x 3 +2x 2 -2x+1 2 " X l + 2 x-l + 2'27x 2 + l <ix 

= Zl,n|x_ l| +-^ + I|n(x 2 + 1)+C 


= — In v |x — 1| - - 


- + In v/x 2 + 1 +C 


1 I x 2 + 1 

= r^ + ln \/(^Tj2 4 


!► 6.21 Calculese la integral 


[ _ ± _ 

J (x + l) 2 (x 2 + l) 2 ‘ 


RESOLUClbN. Las rafccs del denominador son -1 y ±z, todas dobles. Descomponenmos utilizando el 
mdtodo de Hermite del siguiente modo 


I (x + 


l) 2 (x 2 + l) 2 (x + l)(x 2 


+ c f A j f A/x + N 

TT) + ; —i^ + J^TT 


Derivando tenemos 

1 (x + l)(x 2 + l)(2ax + 6) - (ax 2 + bx + c)(x 2 + 1 + 2x 2 + 2x) 

(x+l) 2 (x 2 + l) 2 “ (x+ l) 2 (x 2 + l) 2 

A Mx + N 
+ x + l + x 2 + l 

de donde queda 


1 = (x 3 + X 2 + X + l)(2ax + 6) - (ax 2 + bx + c)(3x 2 + 2x + 1) 
+ A(x + l)(x 2 + l) 2 + (A/x + JV)(x + l) 2 (x 2 + 1). 

Para hallar los coeficientes indeterminados damos a x los valores -lei, resultando 


para x = -1 : 
para x = i : 


1 = -2a + 26 - 2c 
1 = _(_ a + 6i+c)(2i- 


2) 


1 = -2a + 26 - 2c] 

1 ““t] 

> 1 = - 2 a + 26 + 2 c 

r 6 - - r 

> 0 = 2 a + 26 - 2c J 

1 4 


c = 0. J 
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Dando ahora el valor x = 0, lo que equivale a igualar tdrmimos independientcs, igualando tdrminos de 
mayor grado, es decir, de grado cinco, y dando un valor cualquiera como x = 1, oblenemos otras ires 
relaciones que nos permiten hallar los coelicientes restantes 


para x = 0 : 

l=b-c+A + N 'j 

A + N = f 

A=i \ 

terminos en x s : 

0 = A 4 M l 

A + M = 0 

M = V \ 

para x = 1 : 

1 = 4(2a 4 6) - 6(a 4 6 4 c) 4 8/1 4 8 (M 4 TV) J 

A + M + N = | 

N=\ J 


/*♦ 


(x + l) 2 (x 2 + l) 2 (x+l)(x ; 

-X 2 + X 


l 4 )(x 2 + 1) + 2 / x + 1^ + / x 2 + 1 ^ 


' 4(x + l)(x 2 + l) 2 

— X* + X r. -—7 1 f 2x , 1 f 1 . 

‘ 4(ITT)t?TTj + "“ 3/ x*Tl dl + 3/ PTT‘ ir 

' 4(i +*)<!*+1) + ln ~ i ln(, ‘ + ■> + ; » + c 


' 4(x+l)(x 2 + l) 


’ 6.22 Calculese la siguiente integral 


/ 


dx 

(x 4 -!) 2 ' 


RESOLUCI6N. Comoes 


f dx f dx f dx 

J (x 4 - 1 ) 2 ~ J [(x 2 + l)(x 2 - l)] 2 ” J (x 2 + l) 2 (x + 


l) 2 (x- l) 2 ’ 


resulta que el denominador tiene las raices reales dobles 1 y -1 y las complejas doblcs ±i. Aplicando el 
mdtodo de Hermite descomponemos 

f dx ax 3 +bx 2 +cx + d f A f B [ Mx + N 

J (x 4 - l) 2 “ (x + l)(x- l)(x 2 + l) + Jx + \ dx + jx-\ dx + j x 2 + \ dx 
y derivando tenemos que 

1 (x + l)(x - l)(x 2 + l)(3ax 2 + 26x + c) - 4x 3 (ax 3 + 6x 2 + cx + d) 

(x 4 - l) 2 “ (x + l) 2 (x-l) 2 (x 2 + l) 2 

A B Mx + N 
+ x+l + x-l + x 2 + 1 

de donde resulta 


1 = (x 4 - l)(3ax 2 + 2bx + c) - 4x 3 (ax 3 + bx 2 + cx + d) 

+ A(x + l)(x - l) 2 (x 2 4- l) 2 + B(x - 1 )(x + l) 2 (x 2 + l) 2 
+ (Mx + N)(x + l) 2 (x - l) 2 (x 2 4- 1), 

dando a x los valores 1, -1 e i, se obtienen los coeficienles indeterminados a = b= d=0yc = -y-, y 
entrando con estos valores en la expresidn anterior queda 

1 = =±(x 4 - 1) + x 4 + A(x 4 l)(x - l) 2 (x 2 4- l) 2 + B(x - 1 )(x + l) 2 (x 2 4- l) 2 
4- (Mx + N)(x 4- l) 2 (x - l) 2 (x 2 4- 1), 
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donde vamos a resolver idenlificando los cocficienlcs de mayor grado, x 7 , y dando a x los valores 0, 2 y 
-2, con lo cual es 


cn x' : 
para x = 0 : 
para x = 2 : 
para x = -2 : 


.4 + £ + M = 0 
3 


A-B + N = - 

4 

-45 

75.4 + 225i? + 90 M + 45N = — 

-225/1 - 75B - 90A/ + 45W = —^ 
4 

resultando enlonces que A = = =jr, M = Qy N = §, luego es 

= + ^ 11 + 11 " 11 " 11 + 5 / 


4(x 4 — 1) 16 | x — 1 


4- - arctg x + C. 


!► 6.23 Calculese la siguiente integral indefinida 


I = Jst 


RESOLUCI6N. Primer mitodo: Como la funci6n subintegral. 


es impar en cosx, haciendo el cambio senx = t es cosx = \/l - sen 2 x = \/l - t 2 y lambien es 
cos xdx = dt.de donde dx = ^ ^ , con lo cual tenemos 

/= f sec xdx = /-Ux= ‘ / * 

y y cosx y vi -vi -t 2 y i -* 2 

integral racional con raices ±1 en el denominador. Descomponiendo 

i _ _a_ _b_ = i r_i_ i i 


' = 5 / [ + rT7 ] ^ +c -^ +c = +c 

Segundo mitodo: Considerando que (secx)' = secx ■ tgx, multiplicamos y dividimos el integrando 
por sec x + tg x quedando 


I = J sec xdx = J - 


/ <f(tg x 4- sec x) 
tgx + s 


dx = In | tgx 4- secx| 4- C. 
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Es claro que el resultado obienido en ambos mltodos es coincidenle, ya que 


, , 1 1 + sen x I /(I + senx) 2 

tgx + secx = - = \ - =—— 

' | cost | V cos 2 x 

_ /(I + senx) 2 _ / |1 + senx| 2 _ /| 1 + s» 

V 1 - sen 2 x Y |1 + senx| |l -senx| y 11 — » 


6.24 Calctilense las integrates 


f rfx ^ f 24x 3 + 5x 2 + 20x 

J \/4x 2 + x + 1 J \/4x 2 + x + 1 

RESOLUCI6N. Para la primera integral efectuamos el cambio 

\/ 4x 2 + x + 1 = 2 x + t, 

siendo entonces 4x 2 + x + 1 = (2x + t) 2 = 4x 2 + 4xt + t 2 , de donde x + 1 = 4xt + t 2 , es decir, 
x(l - 4t) = t 2 - 1, y por tanto 

t 2 - 1 , 2t(l - 4t) + 4(t 2 - 1) ^ _ 2t - 4t 2 -4 


- dt , 


susliluyendo queda 


f dx = f 2 h-4t)^ dt = f 2 1 - 4t 2 - 4 h 

J V4x 2 + x+l J + t V (1 - 4t)(2t 2 - 2 + t - 4t 2 ) 

= /r^ = T' n|1 "‘“ l+c 


v/H 4t| y^| 1 -t- 8x — 4\/4x 2 + x + 1| 

Para hallar la segunda integral ulilizamos el mdlodo alemSn, descomponiendo 

[ 2tf + + 20*^ = , ^ ■; | r _ 

J n/4x 2 + x + 1 ; J \/4x 2 + x + 1 

Derivando queda 

2tf +5^ + 20* ---(te+ !)(«» +ta + c) . y 

\/4x 2 + x + 1 2\/4x 2 + x + 1 \/4x 2 + x + 1 

reduciendo a comun denominador e igualando numeradores resulta 


= 12ax 3 + + 86^ x 2 + ^2a + y + 4c^x + \ + ’ 


24 = 12a 

36 

20 = 2a + — + 4c 


a = 2, 

6 = 0 , 

c = 4, 

a: = - 2 , 
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luego, utilizando el resuliado de la primera integral, se liene 

/ 24a: 3 + 5x 2 + 20x •> . / „ f 

- = — dx = (2x 2 + 4) v 4x 2 + x + 1 - 2 / 

n/4x 2 + x + 1 i 

= (2x 2 + 4)v/4x 2 +x+1 - 2In 


n/4x 2 + x + 1 


y/|l + 8x - Ay/Ax 2 + x + l| 


= (2x 2 + 4) \/4x 2 + x + 1 4- In 1 4- 8x - 4 y/ 4x 2 + x 4- 11 + C. 


5.25 Calculese la siguiente integral indefinida 


i-1 A- 

J COS J X 


RESOLUCI6N. Primer metodo: Se trata de integrar una funcidn trigonomdtrica que es impar en coseno, 
ya que cambiando cosx por - cosx se obtiene 


(—cosx) 3 cos 3 x’ 

por lo que debemos efectuar el cambio de variable sen x = t. 

De aqui, diferenciando, obtenemos cos xdx = dt, y el coscno en funcidn del seno es cosx = \/l - t 2 . 
Para que aparezca la exprcsidn “cosxdx”, y no tengamos que despejar x y diferenciar, multiplicamos nu- 
merador y dcnominador por cos x, y entonces es 

r _ f dx f cos xdx f dt f dt 

~ J ^i 3 ^ ~ J "WT = J (1-t 2 ) 2 =J (1 +t) 2 (l -t) 2 ’ 

que es una integral racional cuyo denominador tiene rafces reales multiples, y puede descomponerse como 

' - / m * + / + J <T\ d ‘ * J T^w dt ' 

dondc los coeficientes indetcrminados resultartin de la expresidn 

1 = A(t + l)(t - l) 2 + B(t - l) 2 + C(t - 1 ){t + l) 2 + D(t + l) 2 , 
en la que se obtiene: 

para t = 1 : 1=4 D 

para t = -1 : 1 = AB 

para t = 0 : 1 = A + B-C + D 

tgrminos en t 3 : 0 = A + C. 

Rcsolvicndocl sislema se obticncn los valores A = B = D= ±yC=-\, que sustituidos resulta 
l f dt 1 f dt 1 f dt 1 f dt 

AJ t + 1 AJ (t4-l) 2 4 J t - 1 + 4 J (t - l) 2 ’ 

intcgrando y opcrando queda 

_ l. U + 11 t -l + i + i 
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y deshaciendo el cambio t = 


m 11 2(1-sen 2 x) 


Segundo mitodo: Se tiene que 


/ = J c ^ 3x = j sec 3 xdx = J sec 2 x • sec xdx = J sec x<f(tg x) 


; integrando por partes 


r - J tg 2 x sec idi = sec i tg i - J (sec 2 1 - 1) sec xdx 
x - J sec 3 xdx + J sec idz = sec i tg i - / + In | sec x + tg i|, 


donde el valor de la integral de la secante se ha calculado en el Problema resuelto 6.23. Despejando ahora I 
queda 

/ = - (secxtgx + In|secx + tgx|) + C. 


RESOLUClbN. Primer mitodo: Se tiene 


J tg 3 xdx = J tg xtg 2 xdx = J tg x( 1 + tg 2 x - l)dx 
= J tgx(l + tg 2 x)dx - J tgxdx 

= /tgxd(tgx) + /^ = itg 2 x + .n| 


Segundo mitodo: La integral pedida 


/ , . [ sen 3 x , 

tg 3 xdx = / —5 —dx 
J cos 3 x 


es impar en seno y es impar en coseno por lo que se transformar4 en una integral racional mediante cl 
cambio cosx = t y (ambidn con senx = t. 

Ademis es par en sen x y cos x, ya que cambiando por sus opuestos tencmos 

(-senx) 3 _ -sen 3 x _ sen 3 x 
(- cos x) 3 - cos 3 x cos 3 x ’ 

que es la misma expresidn subintegral, por lo que tambidn podemos hacer el cambio tg x = t, que es el que 
vamos a utilizar para el cAlculo de la integral. 

De tgx = t sacamos x = arctg t, y diferenciando es 


Necesitamos tambidn el seno y el coseno en funcidn de la tangente, pero de 


cos 2 
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oblcncmos quc t 2 cos 2 x + cos 2 x = 1, dc dondc 


=, y de aquf sen x = 


Susliluyendo cn la integral, nos qucda 


integral racional con mayor grado cn cl numcrador, efccluamos la divisidn y se obticne por cociente t y por 
reslo -t, asf es 

Jtg 3 xdx = /^-^/n^ = V-^'n(l + « 2 ) + C’ 


/l + t 2 + C = - In v/1 + tg 2 x + C, 


y como es 1 + tg 2 1 = ——, queda finalmente 


f tg 3 xdx = - In 1 / 1 + C = - I" — I + C = + ln|cosi| + C. 

J 2 V cos 2 1 2 | cos 1 1 2 


► 6.27 Resullvase la integral indefinida 


RESOLUCI6N. Puesto que la funci6n In x es la que ofrece mayor complicaci6n a la integral, intentamos el 
cambio t = In x, entonces es x = e‘, y diferenciando dx = e ( dt, con lo que la integral queda 


/(¥) *= J i ‘ 


Ahora, por partes, haciendo 


5 t 


que integrando nuevamentc por partes, llamando 




y asi la integral nos queda 


/(¥)’*■ 
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aplicamos la integraci6n por partes una vez mis, 

u = h 

2 se Uene qi 

dv - e~ 2t dt 


» = Je»dt = =^-, 


y finalmente nos queda 

/ (¥)’“* - - k' 2 ' - k c_2 ' - 1 “'* + / k”'" 

—t 3 e _2 ‘ 3t 2 e _2 ‘ 3te -2 ‘ 3 e” 2 ‘ /-t 3 3t 2 3t 3\ 

-5-4-3--3 — +C = c (x-T-T-s) +c ' 

que volviendo a la variable x, y operando resulta 

/(¥)* = ? - j '»* -1) + c 

= ^ (4(lnx) 3 + 6(lnx) 2 + 6lnx + 3) + C. 


6.28 Calculese 


J x[(lnx) 3 - 2(lnx) 2 - Inx + 2]’ 

RESOLUCibN. Haciendo el cambio In x = t es x = e ( y dx = e l dt, por lo que resulta 

r dx r e l dt r dt 

J x((ln x) 3 — 2(ln x) 2 — In x + 2] ~ J e l (t 3 - 2t 2 - t + 2) ~ J t 3 -2f 2 -f + 2’ 

funci6n racional cuyo denominador tiene por rafces 1, -1 y 2, por lo que descomponcmos en la forma 
f _ dx _ _ f _dt_ f _dt_ f dt 

J x[(lnx) 3 - 2(lnx) 2 -lnx + 2] J t - 1 + J t+ \ + J t - 2’ 

y de la igualdad de los polinomios 

1 = A(t + l)(t - 2) + B(t - l)(t - 2) + C(t - l)(t + 1) 
se obtienen los coeficientes indeterminados A = - A, B = g, C = j, que sustituyendo e intcgrando queda 
|t-l| + ^ln|t + l| + I|n|t-2| + ^ 

= | n I v * + 1 \ +K = 


x[(lnx) 3 - 2(lnx) 2 -lnx + 2] 


y/-l + Inx 


t K. 


* 6.29 Calculense las integrales indelinidas 


a) J x 
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RES0LUCI6N. a) Vamos a aplicar la f6rmula de integracidn por partes. Haciendo 


[ 2 J /" 1 + cos 2x f dx , f cos 2x x sen 2x 

v= — I— dx ~jT + J -2-‘ ,I= 2 + -T" 


/" 2 , (x sen2x\ /" /1 sen2x\ 

J ^^-‘{-2 + —)- J { 2 + - l-) dX 

_ x 1 x sen 2x f xdx f sen 2x 

~~2 + 4 J J 4 


b) La integral de esta funcidn irracional podemos pasarla a trigonom&rica mediante el cambio 


que diferenciando es dx = — | sen tdt. Adem4s, como = cos t, queda t = arccos , que necesitaremos 
para deshacer el cambio. Sustituyendo tenemos 

f 2x-l , f 4 cost-1 . 2x , 1 f 2(1- ^ cost) sen tdt 

J 77^9? " J V4-4cos«l (_5) ‘ “ 3 J 2v/l - cos 2 1 

,r/_, > 

3 7 sent 3 J \ 3 J 

1 A 4 A ^ 1 3x 4 / 3x\ 

= 3 V ~ 3 SCn / + C = 3 3rCC0S ~2 ~ 9 SCn ( arccos Yj +C - 

Si expresamos el seno en funcidn del coseno y tenemos en cuenta que cos(arccosa) = a, podemos 
escribir la funcidn primitiva en la forma 


f 2x — 1 

J y/4 - 9x 2 


, * 3 x 4 I 9x 2 _ 

. -.ax = - arccos —— -\/1-h C. 

v/4 - 9x 2 3 2 9 V 4 


Otra forma de calcular esta integral es descomponiendo en suma de dos y prepararla para una integra- 
cion inmediata: 

I y/4 — 9x 2dX = / V4-9x^ X + / n /4 -9x 2dX 
_ -2 [ -18x .If 

= sJ2V4^ dX+ *Jjr^ dX 

= — y/4 - 9x 2 + - arccos ^y ^ + C = y \/4-9x 2 - ^ arcsen ^y^ + C. 

Se observa claramcnle que la funcidn primitiva que se obtiene puede tener distintas expresiones. 
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6.30 Calculese 


1 + sen x + cos x 


RESOLUCI6N. Como integral Lrigonomdlrica solo puede hacersc con el cambio D, pero si multiplicamos 
numerador y denominador por la expresidn 1 - (sen x + cos x), para que aparezca una diferencia de cua- 
drados, resulta 


/ sen i dx — [ senx[l - (senx + cosx)] ^ 

1 + sen x +cosx J (1 + senx + cosx)[l - (senx + cosx)] 

/ senx(l - senx - cosx)^_ _ r senx(l - senx - cosx)^ 

1 - (sen x + cos x) 2 J -2 senx cosx 

/ I - sen x - cos x, -1 / 1 , 1 f — sen x , 1 / , 

--- dx = — - dx - - - dx + - dx 

-2cosx 2 J cosx 2 J cosx 2 J 




- — In | cosx| + -x + C 


x .4/I 1—senx | 

= — + In «/ —- - - 4- C, 

2 y I (1 + senx)cosx | 


donde la integral f ^^dx esli calculada en el Problema resuelto 6.23. 


6.31 Calculense las integrales racionales 


"/? 


x + 1 


T dx. 


(x-l) 2 (x 2 + l) 

RESOLUCI6N. a) Descomponiendo la funcidn subinlegral 


b, /(i 


+ x 2 ) 2 “ 


(x-l) 2 (x 2 + l) x- 1 (x-1) 2 x 2 + l 

oblenemos A = B = 1, M = 5, N = luego 

f x+ 1 . -If 1 , f 1 , \ [ x- \ , 

J dx ’ T J —I dl + J + 2 J sTi Jx 

= ^ i, _ i, + y (I _ ,)■ + 1 j _ 1 j -J-jdx 

= 1| + ~y + yM* 2 + 1) - yarctgi + C. 

b) Sumando y restando x 2 en el numerador podemos rcducir la integral a otra mis sencilla 

/ (4 +x 2 ) 2<iX = / (4 + x 2 ) 2 dX 

f 4 + x 2 f x 2 J f dx \fx-2x 

~ J (4 + x 2 ) 2< * X “ J (4 + x 2 ) 2 - J JT^ 2 ~2J (4 + x 2 ) 2 

La primera es un arco tangenlc que vale 

/ IT? = / TTS* ' 5 / rrflF''* ‘ 5 “ c,g I + c 
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La scgunda se calcula por partes hacicndo u = x,du = dx, dv - (^ z 'fp, siendo cntonces 


1 x 1 x 1 f dx 

- j arctg 2 + 2 4 + x 2 2 J 4 + x 2 


- 5■“* I + 2^-J arc,6 l +C - WT ^) + i 1 +c 


► 6.32 HSIlese la integral 


RESOLUCibN. Desarrollando el dcnominador y ulilizando la relactfn fundamental de la trigonomelria 


j_ f senxcosx dx — f senxcosx dx — f sencosx ^ 

J (senx —cosx ) 2 J sen 2 x + cos 2 x — 2 sen x cos x J 1 - 2 senxcosx 
_ 1 f 2 sen x cos x ^ — 1 f 1—2 sen x cos x — 1 ^ 

2 J l- 2 senxcosx 2 J l- 2 senxcosx 

~ 2 J i 1 1 — 2 sen x cos x) ^ — 2 / ( 1 + 1 — 2 senxcosx) ^ 

-If, If dx -x 1 r 

2 J + 2 J 1 — 2 senxcosx — 2 + 2 *’ 

siendo /■ esla integral, que por ser par en seno y coseno hacemos el cambio tgx = t para convertirla e 
racional 

Il = / l-2senxcosx = /l-2 7 i^X^ = /(l+t 2 )-2( 

= - J(l - 0 _2 (-l)df = -/(!- 0‘ 2 d(l - t) = * + C = ^ + C 

= ^-+ C, 

1 - tgx 

por lo tanlo la integral pedida es 


► 6.33 Calculese la integral 


RESOLUCibN. Expresando cl radicando con un cuadrado en la forma 

*’ +I + l-( I ’ + 2xi + i)-i + 1 = ( aH 
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bas(a hacer el cambio x 4- \ tgt.de donde dx = ^ (1 + tg 2 t)dt = sec 2 tdt. 

Adem4s es 

2 ( [3 \ 1 3 3 2 3 3, 2 > 3 2 

x 2 +x + i = ^-tgtj + - = -tg 2 t + - = -(l+tg 2 t) = -sec 2 t, 

por lo que resulta 


/ 


dx 

Vx 2 + x + 1 


y ^sec 2 tdt 
J sec t 


j sec tdt = In | sec t + tg t| + C 



= l„|-| vV + I + i + _|( I+ ‘)| + c, 


donde hemos utilizado que la integral de la secanle es conocida, v6ase Problema resuelto 6.23. 


6.34 Calculese la siguiente integral, siendo ay b numeros reales 
J e az cos ftxdx. 


RESOLUCI6N. Primer metodo: 

Considerando la f6rmula de Euler e' z = cos x + i sen x, v6ase la Secci6n 10.5, que escrila para bx es 
e' bz = cos bx + i sen bx, siendo x un numero real, al mulliplicar por e az , se tiene la igualdad 

e oi. e >bx _ e (a+ti)i _ e al co% b x + ie az senbx. 

Integrando en ambos miembros y prescindiendo de la constante de iniegraci6n se tiene 

/ = J e (a+b ' )z dx = J e az cos ftxdx 4- i J e az sen bxdx = I\ +il 2 , 

y al ser 

1 = / e ( “ +<,,)l dx = ° 2 + ^ 2 e az e ,bz = fe2 (a - bi) e ibz = J + fe2 (a - 6i)(cos6x + i sen bx) 

= e + p [(6sen6x 4- acosftx) 4- i(asen6x - 6cos6x)] 

e ox e ax 

= -5 —rx (bsenbx + acosftx) 4- i -5—7^ (asenftx - 6cos6x) = /1 4- 1/2, 

a* + b z a* + b z 

se tiene el valor de las integrales 

/1 = J e ox cos6xdx = ^ ^ (6 sen bx + acosftx) + C\, 
h = J e al sen bxdx = (asenftx - ftcosftx) + C-i- 
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Segundo mdtodo: 

Integrando por paries sucesivamenle se liene 
1 1 = J e ax cos bxdx = sen fcc — ^ J e az sen bxdx 

= sen bx - cos bx + ^ J e ax cos bxdx j = sen 6x + ^5- cos bx - 

y agrupando es (1 + |r )/j = sen bx + sgy- cos x, obteni£ndose 


h = -5—rs(6sen6x + acosfcr) + C\. 
a- 4 + b x 

Andlogamente podemos oblener 

/ e al 

e al sen fcrdz = -5—(a sen bx - bcosbx ) + C2. 
a- 4 + 0 4 

Cafo particular: Con a = 6 = 1 resultan las inlegrales, de presencia tan frecuente, f e x cos xdx e 
f e x sen xdx con valor 


J e x cos xdx = e — (senx + cosx) + C\, 
J e x senxdx = (senx — cosx) + C2. 


!► 6.35 Encu^ntrese la formula recurrente para la integral 

/„= f dx 

" 7(i+x 3 )" 


y determinense I 2 e I 3 . 
RESOLUClbN. Para n = 1 se liene 


f dx 

Ii = / ——5 = arctg x + C 

J 1 + x- 4 

y para n > 1, sumando y restando en el numerador x 2 queda 

r - f dx f 1 + x2 ~ x2 j _ f dx f x2 

" y (i+x 2 ) n j (i+x2)" i_ y (i+x2)"-i y (i+x2)" • 


Haciendo por partes esta ultima integral con u = x, du = dx, 
xdx 1 2xdx 


’(1+x 2 )" 2(1+ x 2 ) n 

1 (1 +x 2 )~ n+1 _-] 


= 5(1 + x 2 ) "d(l +x 2 ) 


2 -71+1 2(71- 1) (1 +X 2 )"-1’ 

on lo cual 

In ~ /n_1 ~ / 0 +* 2 )" ^ = 7 "-‘ " [2(71-1) (l+x 2 )"-‘ + 2 (n-l) / (i+x 2 )"-!^] 


= /n-l 


1 


1 


- I n _ 


2(71- 1) (1 +X 2 )"-1 2(71-1) 

__ \ _ x J_(, _1 ^ , 1 X 2 n — 3 . 

’2(71-1) (1 +x 2 )»-i 2n-2 y M"- 1 -2(^T) (l+x 2 )n-> + 2^2 /n -‘’ 
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1 x 27i-3 

In ~ 2 (n - 1 ) ( 1 +x 2 )" -1 + 2 n -2 "~ 1 ’ 


que es la formula buscada. Para los casos parliculares es 

„ f dx lx 1,1x1 _ 

h = J (IT* 5 ) 5 = 2 (IW 1 ' 5' 1 - 2 17^ + 2* retSI + C ' 

r f dx 1 X 3 1 X 3 r 1 X ll,_ 

h ~ J (1 +x 2 ) 3 “ 4 (1 +x 2 ) 2 + 4 h 4 (1+x 2 ) 2 "*"4 [2 1+x 2 + 2 arctgI J • 


6.36 H2llese la r 6 rmula recurrenle para las iniegrales 


y delerminense h e I3. 

RESOLUCI 6 N. Inlegrando por paries con 


u — cos" 1 x du = (n - 1 ) cos" 2 x( - sen x)dx 
dv = cos xdx v = sen x, 


/„ = J cos "xdx = J cos " -1 xcosxdx = senxcos " -1 x + J (n - 1 ) sen 2 x cos " -2 xdx 
= senxcos " -1 x + (n — 1 ) J ~ cos 2 x)cos" -2 xdx 
= senxcos " -1 x + (n - 1 ) J cos " -2 dx - (n - 1 ) J cos" xdx = 

= senxcos " -1 x + (n - l )/„_2 - (n - l)/ n , 
de donde en definitiva es 

n -1„ = senxcos " -1 x + (n - l )/„_2 

y despejando /„ se obtiene la f 6 rmula recurrenle 

, 1 n- 1 , 

/„ = - senxcos x +-r n - 2 - 

n n 

Puesto que, prescindiendo de la constanle C, es I 0 = f dx = x, resulia 

, 1 11 , 

12 = - senxcosx + -x = -(x + senxcosx). 

Por otra parte de /1 = f cos xdx = senx resulta 


► 6.37 H2llese la integral recurrenle 


I m n = I sen m xcos" xdx. 
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RESOLUCldN. Escribiendo la integral en la forma 

Im,n = J sen m ~'xcos" xsen xdx 


y haciendo 


m -'x du = (m - 1)sen m 2 xcos xdx 


™-2 Tm ." + 2 / J 


r “I m -l "1-1 / 

~'x +——- f sen m_2 xcos" x(l -sen 2 x)t/x 
n+ 1 J 

x + m + i J sen m_2 xcos n xdx - ™ + * J s< 


-cos T xsen 


-cos T xsen ‘x + 


de donde 




cos n+l xsen m 'x -t - -/ m _2,n 


luego 

y despejandoresulia 


I m ,n =-cos n+1 xsen m l x H-/ m _: 


De forma andloga, si la integral inicial / m>n sehubieseexpresadoen la forma / sen m xcos' 
haciendo u = cos" -1 x y dv = sen m xcos xdx, mediante un proceso similar se obtendria 

r 1 n -1 m i i 71 — 1 

Im.ri = -cos" xsen + X + -/ mn _ 2 . 


Problemas Propuestos 


6.1 Calculese la integral indefinida 


6.2 Calculese la integral 


6.3 Calculese 


J e senl cos xdx. 

J (1 -x) 2 dx. 

J (cotg 2 x + cotg' 1 x)dx. 


s" xdx. 


" 'xcos xdx. 
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6,4 Htfllese la integral 


6.5 Caleulese la integral 


6.6 Caleulese la integral indelinida 


6.7 Caleulese la integral 


6.8 Caleulese 


6.9 Hdllese la integral 


6.10 Resullvase la integral indelinida 


J cos 3 xdx. 
j cotg 2 xdx. 

/tt>- 


J arctgxdx. 
Jx 2 e z dx. 


6.11 H£llese 


/ 


2 sen 2x 
2 + sen 2 x 


dx. 


6.12 Caleulese 


6.13 Caleulese la integral 


6.14 Caleulese la integral indelinida 


f x 4 e 3l *dx 

J 3 


1 ^ 


J x 2 In xdx. 


6.15 I ntlgrese por partes 


J (x - 2)e X dx. 
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5.16 Calculese la integral indclinida 


J (x 2 + l)ln xdx. 


6.17 Calculese la integral indclinida 


6.18 Resudlvase la integral indclinida 


r Vix 2 - Ax - 81 d 
J (x - 3)(x - 4)(x - 1) 


6.19 Calculese la integral 


f __ d 

J X 4 + x 3 - X - 1 


6.21 Hdllcsc la integral 


[ dx 

J (* 2 + l) 4 


6.22 Hdllcse la integral 


6.23 Hdllese la integral 


6.24 Calculense las integrales 


6.25 Calculese la integral indclinida siguienle 


f 54a: 6 - 20x 4 - 

J v/4^& 


6.26 Calculese la integral 


6.27 Calculese 


x' arctg xdx. 
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6.28 Calculese la integral 


/(l- lnt)df. 


6.29 Calculense las siguienics integrates indetinidas 

a) J(x 3 - 5x + l)e~ x dx, b) J ^ + ^ dL 


o.ju nauese 

/ ——• 

J sec x + tg x 

6.31 Calculense las siguientes integrales indetinidas 

a) / x 3 - x 2 + 9x - 9**' b) / (x 2 + x + 


l)(x-l)' 


6.32 Encudntrese 


6.33 Calculese la integral 


/ sen x + ct 
senx - c< 

[ _ 

J y/PTl 


6.34 Calculense por panes las integrales 

a) /cos 5 **, b) / (cos ^g nl) fc 


6.35 Encudntrese la fdrmula recurrente para la integral 


6.36 Encudntrese la fdrmula recurrente 



J tg n xdx. 


6.37 H4llese la fdrmula recurrente 




Integral de Riemann 


En este capitulo... 

7.1 Concepto de integral definida 

7.2 Criterio de integrabilidad 

7.3 Propiedades de la integral definida 

7.4 Teorema fundamental del Caiculo 

7.5 Aplicaciones de la integral de Riemann 
Problemas resueltos 

Problemas propuestos 
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7.1. CONCEPTO DE INTEGRAL DEFINIDA _ 

El mdlodo dc exhaucidn, o del agotamicnlo, utilizado por Arqufmedes para calcular ircas median 0: 
la inscripcidn de poli'gonos rcgulares con gran ndmero de lados, cs cl origen del Cilculo integral. Dcsde 
Arqufmedes hasta la dpoca dc Gauss sc conocfa como problcma dc las cuadraluras cl de obtener al irea 
cnccrrada bajo o entre algunas curvas. El problcma no consistfa cn dcfinir las ircas sino en calcularlas. 

Durante cl siglo XIX sc iniciaron las discusioncs sobre los fundamentos del Cilculo infinitesimal. Era 
necesario dcsarrollar las proposicioncs fundamcnlales del Cilculo por mdtodos tan rigurosos desde el punlo 
de vista Idgico como los que se cncontraban ya cn la Gcomelrfa griega. 

Cauchy, Riemann, Darboux, Dirichlcl y Dini fucron los malcmilicos que elaboraron sucesivas teorias 
de dislinto alcancc, pueslas a prueba con funcioncs cada vez mis complicadas. Por fin, a comienzos del 
siglo XX, Lcbesgue cred la leorfa de inlegracidn que Neva su nombre y que se convertirfa en el modelo de 
todas las leorfas modernas de la integral. 

La integral dc Cauchy sc cslablccc para las funcioncs conlinuas o, a lo sumo, acoiadas con un numero 
finito de puntos de discontinuidad. La integral de Riemann se rcficrc a funcioncs aeotadas con infinilas 
discontinuidadcs, siempre que no scan “demasiadas” (dicho tdcnicamcnlc, cuando cl conjunlo de puntos 
de discontinuidad tenga medida nula). La integral dc Lcbesgue cs la que alcanza mayor generalidad y 
requierc la introduccidn del conccpto dc funcidn mediblc. En eslc lexlo trataremos unicamenle la integral 
de Riemann. 


Particiones de un intervalo 

Sean a,b&R,a<b. Llamarcmos particidn del intervalo [a; 6] a un conjunlo finito de puntos del mismo 
P = {x 0 ,X|.i„} , 

que verifican 

a = x 0 < x, < x 2 < ■ ■ ■ < x„ = b. 

Al conjunlo de todas las particiones posibles del intervalo lo representamos por V (\a\ 6)). 

Dadas las particiones Pi, P2 € V ([a; 6j) decimos que P\ es mis fina que P2 y lo representamos por 
Pi > P2 si Pi contiene a P 2 , es decir. 

Pi > P2 cuando P 2 C P\. 

Observamos que con esla definicidn tenemos una relacidn de orden parcial en V{\a\ 6)). Puede ocurrir 
que P (2 P' y que P' P, sin embargo P U P' es mis fina que una y que otra. 

■ Ejemplo 7.1 En el intervalo [a; 6] los numeros dados por la fdrmula 
b-a 

Xi=a+—— !, i =0,1,2,..., n 

forman una particidn de [a; b j lal que todos los subintervalos tienen la misma ampliiud. 

Sumas de Riemann 

Llamamos didmetro de la partici6n P = {x 0 , x,,..., x„ }, y representamos por d(P). al numero 
d(P) = max {|x, - x,_ ,| : i = l, 2,..., 11}. 

Sea / una funcidn real definida en [a; 6] y acotada, y sea P una particion de [a; 6], llamamos same 
superior de Riemann conrcspondicnle a / y a P, al numero 

p ) = 52 M -(x, - x,_.) = A/,(x, - j 0 ) + M>(x> - x,) + • • • + A/„(j n - j n _,). 

1=1 
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donde A/* - sup{/(x), x G |x,_i;x,]}. Do igual modo, llamamos sumo inferior de Riemann al numero 
S(f,P) = -x._,) = h»i(xi -x 0 ) + m 2 (x 2 - n) + ■•■ + »i rl (x„ - x„_,), 

siendo m, = inf{/(x),x G |x,_i;x,]}. 

Propiedades de las sumas de Riemann 

Las sumas de Riemann veritican VP, Pi, P2 G V ((«; b\) las siguientcs propiedades: 
l.S(/,P) >S(f,P). 

2. Si Pi > P 2 , entonces 

a) S(/,P,)<S(/,P 2 ) 

b) S(/,P,)>S(/,P 2 ) 

3 .S(/.P,)>S(/,P 2 ) 

Consideremos ahora el conjunlo de mimcros reales {S(/, P)}/> 6 p( [„.(,]), esle conjunto liene cola infe¬ 
rior, por la propiedad 3, y por aplicaci6n del axioma del supremo de los numeros reales, exisle intimo de 
esle conjunlo, a esle fnfimo lo llamaremos integral superior de Riemann de / en (a; 6], y lo represcnlamos 
por 

Del mismo modo, el conjunlo {S(f, P)}p 6 7>(| a .j,|) posee supremo llamado integral inferior de Rie¬ 
mann: 

J f = S U P {s>(/, J*)J,fS 6 p(|a;6|) • 

Sea / : [a; 6] -* R una funcidn acolada, se dice que es integrabte-Riemann en [a; 6] si es 

Mj 

A esle valor comun lo llamamos integral de / en [a; 6], y se represent como / a 6 /, es decir, 

O-L'-T'- 

Son inmedialas las propiedades 

I'- 

y, si a < fc, 

['-[> 

Si /(x) > 0, Vx G |a; 6] y /(x) es integrable en [a; 6|, el numero f a f coincide con el drea de la regidn 
del piano limilada por el eje OX, la grdfica de /(x) y las reclas x = a y x = b. 
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7.2. Criterio de integrabilidad _ 

■ Teorema (Criterio de integrabilidad de Cauchy) Sea f : [a; b\ -> R, unafuncidn acotada, se liene 
que 

f es integrable-Riemann en [a; 6] si y sdlo si Ve > 0, 3P G V (\a\b\) : S(f,P) - S(f, P) < e. 

■ Ejemplo 7.2 La funcidn f(x) = c, Vx G [a; b\ es inlegrable ya que si 

P = {a = x 0 < xi < • < x„ = b}, 


S(/, P) = £ M(xi - x,_,) = c - x,_,) = c(b - a) 

S(f,P) = ^m,(x, - x<_,) = c^(x, - x,_.) = c(b - a) 

con lo que Ve > 0, VP es _ 

S(f, P) - S(f, P) = 0 < e. 

■ Ejemplo 7.3 La funcidn de Dirichlel 

/ 0, si x G Q 
si x g Q 

no es inlegrable en [a; 6), ya que A/, = 1, = 0, vdase la Figura 2.10, de donde S(f , P) = b - a y 

S(/, P) = 0, independienlemenie de P, asi que la diferencia S(/, P) - S(/, P) no puede hacerse menor 
que cualquiere. 

■ Teorema (de integrabilidad de funciones mondtonas) Si / : [a: b) —> R es mondtona, entonces es 
inlegrable en (a; b\. 

■ Ejemplo 7.4 La funcidn parte eniera, E\x\, es una funcidn mondtona en el intervalo [0; 5], vdase la 
Figura 2.13, luego es inlegrable y tenemos que 

jT E\x | = J E\x\ = S(/, P) = 0+1+2 + 3 + 4=10, 

sin mds que elegir cualquier particidn que contenga los numeros 0, 1, 2, 3, 4 y 5. 

■ Teorema (de integrabilidad de funciones continuas) Si f es continua en [a; 6], entonces f es inlegra¬ 
ble en [a; b]. 

■ Proposicidn Sea / : (a; b| -> R acotada en [a; b], sean my M el infimo y el supremo de f en [a; b] >• 
sea P = {xo, xi,..., x„} una pariicidn de [a; b], entonces para toda particion P' de [a; b] que conste de k 
puntos mds que P, se verifica que 

I■ S(f , P') - S(/, P) < k(M - m)d(P). 

2. S(f, P) - S(f , P') < k(M - m)d(P). 

■ Proposicidn Sea / : (a; b] -> R integrate en [a; b] y P„ = {x 0 , X!,..., x„} tal que 



para i = 0,1,2,..., n. Entonces 


lim S(/,P„) = J f = lim S(/,P„). 
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■ Itorema (dc la Integral como Kmlte de una suma) Si f : |<i; b| R es u/ui funcidn i Meg ruble en 
(i: b|. entonees 


p-.i 


Obscrvamos quo al ser / integrablc. cs indcpcndicntc del lipo dc purtieidn y por comodidud sc cligcn 
las particioncs rcgulares. 

■ Ejemplo 7.5 Vanios a calcular cl valor dc J 0 ' xdx ulilizando cslc Icorcnia. 

Tomemos o = 0, b = 1, f(x) = x. asi serf 


J xdx = lim ^2 ~~ - ,im 5Z* 


■ Ejemplo 7.6 Del mismo modo calculamos 

J o XZ (“) “ = li " 1 ^3 fl ' 2 


.. 1 - 2 2 v . 1 »(m + 1)(2h+I) 1 

: lim —^(1 + 2 +3 + • ■ ■ + n ) — lim —r-—- — —. 

n n 0 3 


7.3. Propiedades de la integral definida 


La integral definida verifica las siguientcs propiedades: 

I. Si / y g son integrables en |a; b| entonees / + g es integrablc en (a; b) y adenrfs 


J (/ + g) = J f + J y- 


2. Si / es integrable en [a; b] y c e R entonees cf es integrable en [a: bj y ademds 


O"0 


Estas dos propiedades juntas hacen que la integral tenga la propiedad de linealidad 


J (cif + c 2 g) =c, J f + t-ij < 


3. Vc € [a; b| se cumple qu« 


/ cs integrable en |a; bj 


{ / cs integrable en [a; c] y 
/ es integrablc en [c; b] 


0-0*0- 


Esta propiedad se llama "propiedad aditiva de intervalo”. 
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4. Si / es intcgrablc cn (a; fc] y f(x) > 0, Vi G (a; 6], enionces 

/ / -°‘ 

5. Si / y <y son dos funcioncs intcgrablcs cn [a; fc] tales que f(x) < </(z), ^ [«; &j. enionces 

[’-C* 

6. Si / cs intcgrablc cn (a; 6], cntonccs |/| es inlcgrable en (a; 6) y 

/f-A 1 ' 

Y cn consccucncia 

/H/H 1 ' 1 ' 

Sea / : [a; &) -> R una funcidn acotada c inlcgrable en (a; 6]. El numcro real 
6^1 f(x)dX 

sc llama valor medio dc / en cl intcrvalo (a; 6], o promedio integral. 

■ Teorema (del valor medio integral) Si / : (a; 6] -* R una funcidn coniinua en [a; 6], enionces exisie 
un punio c G [a; 6] lal que 

J f(x)dx = f(c)(b — a). 

Este teorema nos asegura que cl valor medio de una funcidn continua en un intervalo es uno de los 
valores que toma la funcidn en ese intervalo y tiene una sencilla interpretacidn geomdtrica: el drea que la 
grdfica de f(x) > 0 deja por debajo enlre las rectas x = a y x = b es la de un rectingulo de base b - ay 
altura el valor /(c), como puede observarse cn la Figura 7.1. 



Flgura 7.1 Interpretacidn geomdtrica del teorema del valor medio integral. 


■ Proposicidn (Integracidn por cambio de variable) Sea / : [a; 6] —> R coniinua y sea x = ). ^ : 

I -* [a; b ), (intervalo en R), lal que tiene derivada coniinua y ademas inveciiva en I. enionces 


fb pr~'{b) 

J ' f(x)dx. = J 




■ Proposicidn (Integracidn por partes) Sean u(x), v(x) /undones con derivada coniinua. enionces se 
cumple que: 


J u(x)dv(x) = |u(x)v(.r)]* - J 


c(x)du(x). 





Capftulo 7 / Integral de Riemann • 177 


7.4. Teorema fundamental del CAlculo 


Hasta ahora hemos obtenido resultados sin conocer la conexi6n enlre cl Cblculo integral y cl CAlculo 
diferencial. 

■ Proposicidn (Continuidad de la funcidn integral) Si f : (a; 6) -> R es integrable en (a; b\ y F : 
[a; 6] -> R es tal que F(x) = f* f(t)dt, entonces 

F es continua en (a; 6]. 

La funci6n F sc llama funcidn integral de / cn el intervalo (a; b\. En cl caso cn que sea f(x) > 0, 
Vx € [a; 6], la funci6n F es una funci6n acumulativa de dreas. Como puede observarsc en la Figura 7.2, 
F(x) vale en cada punto xo € (a; 6] la medida del drea comprendida enlre la grdfica de la funci6n /, cl eje 
de abscisas y las rectas verticales x = a y x = x 0 . 



Figura 7.2 Interpretacidn geomdtrica de la funcidn integral F(x) = f‘ f(t)dt. 

■ Teorema (Fundamental del Cdlculo) Sea f integrable en [a; b\ y sea F(x) = f* f(t)dt su funcidn 
integral. En estas condiciones, si f es continua en [a; 6] entonces F es derivable en [a; 6] y su derivada es 
F\x) = f(x). 

■ Ejemplo 7.7 Dada la funcidn F(x) = /„ X e~ ,ln(,a + 1, </t, su derivada cn el intervalo [0; 2) es f(x) = 


■ Teorema (Regia de Barrow) Sea / : [a; b] —» R integrable en (a; b] y sea G una primitiva de /, es 
decirG'(x) = f(x), Vx € [a; b \, entonces 

J f(x)dx = G(b) - G(a) = \G(x)\ b a . 


■ Ejemplo 7.8 Toda funcidn polindmica 

/(x) = a u -I- a|X -I- a 2 x 2 -I- ■ ■ ■ -I- a„x'* 

es continua y por tanto integrable cn cualquier intervalo [a; b\. Adcmds / es la derivada de la funcidn 

, , Ol ■> «2 t a n .4.1 

fl(x) =a 0 x+—x 2 + —x J + •■• + ^j^-x’ ,+ 1 , 

por lo que 

J (a u + aix + ■ • ■ + a n x n )dx = |a 0 i -I- yx 2 -I- yx 3 + • ■ • + ^ L j-x' ,+ 1 j 

= a 0 (b - a) -I- ^-(b 2 - a 2 ) + ■■■ + ^-(b" + l - « nM ). 
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7.5. Aplicaciones de la integral de Riemann _ 

Areas de figuras planas 

Sea /(x) una funci6n dcfinida e intcgrablc en cl inlcrvalo [a; i] lal quc f(x) ^ 0, Vx € [a; b ]. Scgun 
hemos visto, la integral definida 

L f ^ dx 

representa el area del recinlo limitado por la grafica de la funcfon /(x), el cje de abscisas y las rcctas x = a 
y x = 6. 

■ Ejemplo 7.9 Hallemos el area que la funci6n /(x) = x 2 deja entre su grafica y el eje de abscisas, entre 
los valores x = 0 y x = 1. Sera 



Si la funci6n f(x) es conslanlemenle negativa e inlegrable en el intervalo [a; 6], basta considerar la 
funcfon g(x) = -f(x), Vx € [a; 6], que es sinfotrica respecto del eje de abscisas, de esle modo las areas 
coinciden y resulta que 

Area(/) = Area(s) = J g{x)dx = - J f(x)dx. 

En el caso en que la funcfon /(x), inlegrable en el intervalo [a; 6] tome valores positivos y negativos 
en ese intervalo, con un ntimero finilo de cambios de signo, podemos descomponer el area como suma 
de integrates definidas, extendidas a los subintervalos en que no cambia de signo, anteponiendo un signo 
menos a aquellas en cuyo subintervalo la funci6n tome valores negativos. 

■ Ejemplo 7.10 El area de la regi6n limitada por la sinusoide y el eje de abscisas entre 0 y 2- es 

A = J senxdx - J senxdx — [-cosx]q - [-cosx]^" =1 + 1 + 1 + 1=4, 

donde se ha cambiado el signo de la segunda integral porque la funci6n sen x es negativa en [<r: 2tt], 

Observando la grafica de la funci6n seno, v6ase la Figura 2.18, es claro que el area pedida es dos veces 
el area comprendida entre 0 y n. 


Si queremos calcular cl area comprendida entre dos funciones / (x) y g(x) y las reclas x = ay x = b, 
en el caso en que se verifique g(x) > f(x) > 0, Vx e [a; 6], bastara restar al area que limila g(x) el area 
que limila /(x), es decir, 

A = A(g) - A(f) = J g(x)dx - J f(x)dx = J [<?(x) - /(x)] dx. 

Sin embargo, esta fdnnula se cumple aunque las funciones /(x) y g(x) no sean posilivas en lodo el 
intervalo, ya que una traslacidn paralela al eje de ordenadas puede llevar su graficas hasta que lo sean. 
sin modificar el valor del area comprendida entre ellas. Asi, la anterior formula es vaiida con lal que sea 
g(x) > /(x),Vx € [a; 6]. 

■ Ejemplo 7.11 Hallemos el area limitada por las graficas de las funciones y = 3x e y = x 2 . Comenza- 
mos hallando los punlos de corle de las dos graficas; igualando 

3x = x 2 => x(3 - x) = 0 => x = 0 y x = 3. 
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Es decir, las grdficas sc cortan unicamente para x = 0 y para x = 3. 

Adem£s tenemos que en el intervalo [0; 3], la grdfica de 3i esli siluada por encima dc la grdfica de x 2 , 
ya que ix > x 2 , 'ix € [0; 3], por lo que serd 




27 _ 27 _ 9 
2 3 _ 2 


Si la funci6n estd dada en coordenadas polares por la expresi6n p = p{6 ), cl drca encerrada por la 
grdfica de csla funci6n entre los valores 6\ y del argumento estd dada por 

1 f° 2 

A=x p 2 (0)(W. 

2 Jo> 


■ Ejemplo 7.12 La expresidn en coordenadas polares de la circunfcrcncia dc radio r es p(6) = r, por lo 
que el Area del cfrculo de radio r es 


i r 2n i r 2w r ' 2 r 2 " 

A -d '—d '—iL 


e = -$\ e \o = = * 


Longitud de un arco de curva 

Se entiende por rectificar una curva, hallar la medida de su longitud. Hero no (odas las curvas continuas 
se pueden rectificar, por ejemplo la funci6n conlinua f{x) = arsin ■£, con /(0) = 0, es conlinua en |- 1; 1] 
y no es rectificable. 

Sea f(x) una funci6n conlinua, derivable y con derivada conlinua en cl intervalo [«; 6] y sea P =- 
{lo. x \,..., x n }, con a = xo < x l < ■ < x„ = b, una particirin del intervalo. Para cada particirin P se 

considera la sucesi6n dc puntos pertenccientes a la grdfica dc la funci6n, Ao, At,..., A„, de coordenadas 
A, = (*„/(*,))■ 

Sc llama longitud del arco de curva comprendido entre los puntos Ao y A n al Ifmite dc la longitud dc la 
poligonal Ao, A\,...,A„ cuando el didmclro de la particidn (iende a cero, es decir, 

L= lim (AoA\ + AiAn + ■ ■ ■ + A n -iA„). 
d(P)-o v 

Para que el Ifmite anterior cxisla y sea finilo, y podamos decir que la curva es rcctilicahlc, es neccsario 
que el conjunto de las longitudes de las poligonalcs sea un conjunto acotado, lo que puede garanlizarsc si 
la funci6n f(x) posec derivada conlinua en |«; 6]. 

■ Proposicidn (Longitud de un arco de curva) Si la funcidn f{x) es derivable con derivada conlinua 
en [a; 6], la longitud el arco de curva entre ayb estd dada por 

L = £ \J 1 + \f(x)\ 2 dx. 

■ Ejemplo 7.13 Para hallar la longitud del arco de la circunfcrcncia de radio unidad coiTcspondicnlc al 
primer cuadrante, cuya ecuacidn es y = y/l - x 2 , con x e (ti; 1], como es y’ = 2 j 2 ? x i — Ji- r l' rcsu ^ ,a 

L -L f*T?T^‘L ~i y ,,j 

f * (ix I 7T 7T 

" Jo = l ar ‘“lo = ftr, ' s, '“ 1 _ " 2 0 " 2 

La circunfcrcncia complcta de radio unidad tiene por longitud ohviamente 2 it. 
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En el caso en que la ecuacidn de la curva esld dada en paramdlricas, en la forma 
x = x(t)l 
y = y(t) J 

la expresidn de la longitud del arco de curva es 

L = lu + [iH] X ’^ dt = I tl dt ’ 

siendo a = x(t 0 ) y 6 = x(ti). 

■ Ejemplo 7.14 La longitud del arco de cicloide de ecuaciones paramdtricas 

( x ~ t — sen t 
1 y = 1 - cos t 

comprendido entre los valores del pardmetro t = 0 y t = 7r, como es 

x' = 1 — cos 1 1 
y - sen t j 

se tiene que x' 2 + y' 2 = 1 + cos 2 t - 2 cos t + sen 2 1 = 2(1 - cos t), y entonces es 

L = J \/2{\ - cost)dt = \/2 J \/2sen ^dt = |-4cos =4, 
donde se ha utilizado la igualdad trigonom6trica 1 - cos t = 2 sen 2 £. 


Volumen de revolucion 

Sea y = f(x) una funcidn continua en [a; 6] que gira alrededor del eje OX para engendrar un cuerpo 
cuyo volumen deseamos calcular. 

Se llama volumen de revolucidn al del cuerpo engendrado al girar en lorno al eje OX la gr£fica de la 
funcidn continua /(i) comprendida entre los valores x = ay x = b. 

■ Proposicidn (Volumen de revolucidn) El volumen de revolucidn estd dado por 

v = «J a Wxtfdx. 

Si giramos en torno del eje OY bastard intercambiar los papeles de x e y, adecuando el intervalo de 
integracidn, resultando 

V = * J\f{y )\ 2 dy. 

■ Ejemplo 7.15 Hallemos el volumen de la esfera de radio r. 

La ecuacidn de la circunferencia que gira en torno al eje OX es x 2 + y 1 = r 2 , de donde y 2 = r 2 - x 2 . 
El volumen de revolucidn es 


V = n ^ [f(x)\ 2 dx = nj r (r 2 - x 2 ) dx 
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Volumen por secciones 

Se llama volumen por secciones al del cuerpo que tiene secciones transversales dadas por una funci6n 
continua A(x) cuando x varia enlre los valores x = a y x = b. 

■ Proposicibn (Volumen por secciones) El volumen por secciones estd dado por 

V = J A(x)dx. 

En el caso de cuerpos cuya seccibn sea constante, A{x) = B , se tiene que V = f a Bdx = B[x]£ = 
B(b — a), es decir 5rea de la base por altura. 

■ Ejemplo 7.16 Para hallar el volumen del cono de radio de la base 1 y altura 1, como cl £rca de la 
seccidn correspondiente a x es la del circulo de radio x, j4(x) = 7rx 2 , como puedc observarse en la Figura 
7.3, se tiene que 



Figura 7.3 Area de la seccibn transversal del cono. 


Area de revolucion 

Se llama drea de revolucidn a la del cuerpo engendrado al girar en lorno al eje OX la gralicu de la 
funcibn /(x), con derivada continua, comprendida enlre los valores x = a y x = b. 

■ Proposicibn (Area de revolucidn) El drea de revolucidn estd dada por 

A = 2it J f(x)y/l + [/'(x)] 2 dx. 

Si giramos en torno del eje OY, intercambiando los papclcs de x e y, Serb 
A = 2nJ + [}'{y)] 2 dy. 

■ Ejemplo 7.17 El brea de la esfera de radio r serb: 
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Problemas Resueltos 


►7.1 Calculese la integral 


RESOLUCI6N. Como la funcidn a inlcgrarcs imparen senx, hacemos el cambio t = cosx, diferenciando 
es dt = — sen xdx, y suslituyendo 

J* sen x cos 2 xdx = - J cos 2 x( - sen x)dx = - J t 2 dt. 

Es preciso lener en cuenta que al cambiar la variable, los limiles de integracidn lambidn cambian; como 
x vari'a de 0 a |, y es t = cos x, la nueva variable t tomard valores entre a y 6, y serd 


J sen x cos 2 xdx = - J I 




donde hemos aplicado la regia de Barrow, dando a la variable el valor del limite superior y reslindole el 
oblenido para cl limite inferior. 

Se obtiene el mismo resultado dcshaciendo el cambio de variable y sin tomar nuevos Kmites de inte- 
gracidn, pero es preciso considerar la integral como indefinida. Es decir, como es 


J senxcos 2 xt/x = - J t 2 dt - —^ 


► 7.2 Calculese la integral definida 


5 interprdtese grdficamente la situacidn. 


RESOLUCI6N. Puesto quc la funcidn valor absoluto esti definida por 


:s convenientc descomponer la integral definida en dos intervalos, del modo 

j' & (N +xei )dx = J_^ (|x| + xe*) dx + j (| x | + xei)dx. 
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por la definici6n de valor absolulo y descomponiendo las funciones resulta 

J (|x| + xe 3 ) dx = J (-x + xe*)dx + J (x + xe 3 )dx 

= J xdx + J xe 3 dx + J xdx + J xe^ dx. 


Debemos calcular por partes la integral indefinida f xe^ dx, con 
( u = x ( du = dx 
| dv = e 3 dx | v = J 


■/« 


Jx e 3 dx = x • 2e 3 - J 2e 3 dx = 2xe 3 - 4e 3 = 2e* (x - 2). 

Aplicando la regia de Barrow lenemos que la integral definida queda 

J^(\x\+xei)dx= J-|-J [2eJ(x-2)]°_ s + Jy]^+ [2ei(x-2)]„ 

25 i 25 

= 0 + —— 4 + 14e i + —— 0 + 6e 3 + 4 = 25 + 6e 3 + 14e 3 . 

2 2 

La interpretaci6n geom6trica es que la funci6n dada 

, f x + xe 3 = x(l + e 3 ), si i > 0, 
fix) = |x| + xe 3 = l 

y -x + xe 3 = x(-l + e 3 ), si x < 0, 

es siempre posiliva. En efeclo, si es x > 0, los dos factorcs de /(x) son posilivos, y si .r < 0, es 
0<e 3 <e°< 1, y reslanlo 1 en las desigualdades, queda 

-1 < e 3 - 1 < 0, 

por lanto, los dos faclores de /(x) son negalivos y el producto es posilivo. 

Ademds la funci6n /(x) escontinuaen (—5; 5),y porello integrable. El numero25 + Ce 5/2 + 14e~ 5/2 
obtenido en la integral definida es el Area que limita la grdfica de la funci6n /(x), el cje de abscisas y las 
reclasx = -5 y x = 5. 


7.3 Esludiese si la funci6n/(x) = ln(x 2 ) verifica el leorema del valor medio del Cilculo integral en el inlervalo 
[1; e] y hdllese el punlo del intervalo a que alude el teorema. 

RESOLUCldN. La funci6nes conlinuaen [l;e] y por (anto exislc un valor c £ [1; e) tal que 
j " ln(x 2 )dx =/(e)(e - 1). 


ln(x 2 )dx = 2 In xdx = 2 In xdx 

= 2 ^[xlnx]^ - dx'j = 2((elne - 0) - (<■ - 1)) = 2(c - ( + 1) = 2 
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y f( c ) = ln(c 2 ) = 2 In c, se liene que la igualdad del leorema cn eslc caso es 
2 = (2 In c)(e - 1), 

es decir, (e - l)(lnc) = 1, dedonde Inc = J-f y por tanlo es c = e^ € (l;c). 


I ► 7.4 


Calculesc la integral recurtente 


In 


j: 


cos" xdx. 


RESOLUCI6N. Intcgrando por partes con u = cos" 1 x y dv = cos xdx , cs 

/„ = J 1 C os n xdx = J 1 cos" -1 x(cosxdx) = [senxcos" -1 x] ’ + jf (n - 1)sen 2 xcos " -2 xdx 

= 0 — 0 + (n — 1) J 7 sen 2 xcos" -2 xdx = (n - 1) J (1 - cos 2 x) cos" -2 xdx 

= (n - 1) J ^ cos" -2 xdx - (n - 1) j' cos" xdx = (n - l)/„-2 - (n - l)/„, 

fdrmula vdlida para n > 2, de dondc /„ + (n — l)/ n = (n — l)/„_2, es decir n/„ = (n — 1 )/ n -2- P° r 
tanto, la fdrmula recurrente, si n > 2, es 



Tenemos que 

Io = [ dx = 77, I\ = [ cos xdx = 1 
do 2 do 

y para calcular otros valores de I„ , segun sea n par o impar, resulta 

(2Jfc - l)(2fc - 3) - 5 - 3 1 (2k - 1)!! tt 

2k ~ (2fc)(2Jfc - 2) - 6 4 2 0 (2fc)!! 2’ 

(2k)(2k — 2) ■ • ■ 6 • 4 • 2 (2fc)!! 

/2 *' +1 _ (2Jfc + l)(2Ar -1)531 U ~ (2Jt+ 1)!!’ 

donde la expresidn «!! se lee "n semi factorial” y representa el producto de los factores altemos en n!: asi 
por ejcmplo es 9!! = 9 • 7 • 5 • 3 • 1. 


I ► 7.5 Sea A t el drea del recinto piano liniitado por la curva de ecuacidn y = xe 2x y las rectas x = f. x = 0. 
y = 0, siendo t < 0. Calculese A t . 

RESOLUCI6N. La funcidn dada, y = xe 21 , para valores negativos de x es negativa. Debemos integrar 
enire el valor x = t y el valor x = 0, como se observa en la Figura 7.4, y puesto que el resultado de esta 
integracidn serd un numero ncgativo, y la funcidn que mide el Area debe ser positiva. debemos tomar valor 
absoluto o cambiar de signo, que hace a la funcidn positiva en el intervalo [f; 0]. 
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Entonces se tiene que 



que integrando por partes con 



- 0 + 3-(-‘T + T)-3-T (1 - 21| -l( 1 - e " (1 ' 2 ‘» 

Para t = 0 es A t = 0, y a medida que ei valor de t “sc desplaza” hacia la izquicrda, el valor del Area 
rayada aumenta; naturalmente la funcidn A t es decreciente para valores t < 0. 


7.6 


Determi'nese el £rea del recinto limitado por la parabola y 2 - 2x = 0 y la recta que une los puntos (2, -2) 
y(4,2>/2). 


ReSOLUCI<Sn. La recta que pasa por los puntos dados tiene por ecuacidn 


y-2\/2 = 


2\p2 — (— 2 ) 

4-2 


(x - 4), 


que operando queda 

V = (1 + \/2)x - 4 - 2>/2. 

Veamos en qu6 puntos se cortan la parabola y la recta. Como la parabola es y = ±v/2x,igualando 
±y/2x = (1 + V2)x-4 - 2\/2, 

elevando al cuadrado y operando queda x = 2yx = 4,cs decir, recta y parabola sc cortan cn los puntos 
(2, -2) y (4,2\/2), como puede verse en ia Figura 7.5. 
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Figura 7.5 Area limitada por las funciones del Problema 7.6. 


En el iniervalo (0; 2], por simelria, el drea por cncima del eje es igual al drea por debajo; en el inlervalo 
(2; 4] el drea esld limitada por dos funciones, entonces el drea pedida serd 

A = 2j 2 V2idx + J [v^c - ((1 + v^)i - 4 - 2v^)] <& 

= 2 (^ - °) + - 8(1 + n/2) + 8(n/2 + 2) - | + 2(1 + V^) - 4(n/2 + 2) 

8 „ 16n/2 „ f- 14 + 10n/2 

= 3 +2 + — - 2 ^=^— 

Oiro modo mds cdmodo de haccr el problema es considerar las funciones 


y entonces el drea es 


if _ y + 4 + 2n/2 

2 V 1 + n/2 


A = 


fS( 


y + 4 + 2n/2 
1 + n/2 



y 2 4 + 2n/2 _ 2 

2(1 + y / 2 ) 1 + n /2 V 6 


14 + 10^ 
3 


I ► 7.7 Encudntrese el drea delerminada por la curva 

y=|(e*+e-i), a>0, 

los ejes coordenados y la recta a: = a. 

RESOLUCI6N. La funcidn dada es siempre posiliva y el unico punlo de corte con los ejes es (0,a). En- 
tonces el drea limitada, como puede verse en la Figura 7.6, esld dada por 

A= Jo +e ~°)dx = ^[aet -ae~m 
= fa' - ae “‘ - ( ae ° - ae °)) = T ( e - ;) = 
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7.8 Obufngasc el Area limitudu por las curvas y = x 3 , y = 2s, y = x. 

Resoluci6n. Las dos rectas, y = 2x, y = x. sc conun en cl punio (0,0) y conan u la curvu cn esc punio 
y ademis en x = ± v^2 y en x = ±1, respcciivanicnic, por lo que cl Areu limiiada por las (res curvas es la 
que aparece rayada cn la Figure 7.7. 



Figure 7.7 El Area a deierminar en el Problema 7.8. 

Por scr la Figure simllrica respecio del origen. (cncmos que cl Area pedida serA, aplicando la regia de 
Barrow. 



7.9 HAllensc las iniersecciones con el eje OX de la curva de ecuacidn y = x(cos x + sen x) y calculcsc cl Area 
limiiada por la curva enlre dos iniersecciones conseculivas. 

RESOLUCI6N. Haciendo y = 0 queda 0 = x(cosx + senx), cuyas soluciones son x = 0 y los valores 
que veriliquen cos x + sen x = 0, cs decir 

1 + = 0 , 
cosx 
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por tanto, tg x = -1, que sc cumple para los valores 

3ir . . 

x = — + ki r, k enlero. 

4 

El drea limitada por la curva y cl cje entre dos inlcrsecciones conscculivas con dslc, no es siempre la 
misma, sino que aumenta, por efecto del factor x, a medida quc nos alcjamos del origen. 

Calculemos, en primer lugar, el drea limitada entre las inlcrsecciones x = 0 y x = Scrd 


x(cos x + sen x)dx 


= / x cos xdx + 

Jo Jo 


mpleando la inlegraci6n por partes, en la primera hacemos 


como es sen T 1 = 75 y cos T = 72’ queda 

„ r 3 tt 1 1 ,/| [-37T -1 1 3 K 

[4 V2 n/2 (0 + 1} j + [ 4 ^+^2 ( ° + 0 ) ]~ 2>/5 

El drea limitada entre las intersecciones consecutivas x = + kit y x = ^ + (A: + l)7r, en funcion 

de k, serd el valor absoluto de la integral 

f x(cosx + senx)c/x = [xsenx + cosx]^^j [ * +1) ’ r + [-xcosx + senx]^^* +1),r 


dando los valores y tendiendo en cuenta que 


= (t + (fc + 1),r ) ' / 2(- 1 )(- 1 )* - (t + klr ) 


= - n/2(-1)* ±- + ( 2 k+ 1)tt ) = i 


rcsulta 
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pur unto el Area cntre Us interaccvioncs cuncspondicnles a ^ + kn y siguicntc scrA 


A h 


*\4k * r>| 
v'S ‘ 


si * / -1. 


ya quc para fc - -1 qucda el inlcrvalo [ 
para x - 0. siendo 


1 ~ [ T • *T I I 116 l ' cnc otru intcrscccidn intcrmcdiu. 


' •>>/2 


ya caleulada. y 

B - - f x(cosx + SL<tix)<ix - 1. 

HI problems se cumprendc mcjor si sc licnc cn cucnU la grAlica do la funcirin, quc pucdc verse cn la 



Flgura 7J8 El Area limilada por la Iunci6n del Problema 7.9. 


7.10 Caktilesc lo quc midc cl arcodc la curva y = In x comprcndido cnlrc las rectos x = 1 y x = 2. 
RESOLUCIOn. Como es y' = -, la longitud pedida esti dada por 


i = / V * + = I 2 ^ xi+1 

Ji V x 2 J 1 X 


Para hallar una primiliva dc esla funcidn hacemos el combio 
n —- i , 


f J [ -du f du [(ABC D \ . 

J ^ ~ J gjrng) ° J .»(. + DC- V) ‘ J \z*i?*irrC — j ,l “- 

enilndose A = 0, B = 
i-lnv 


obtenilndose A = 0, B = -1, C = -1 /2, D = 1 /2, dc dondc 
fv/x 3 TT , 1 . , ——. , ,-r „ 1 . AT+T 


Vu-TT-f In ~ 1+C — —In 
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Por lo que la longitud pedida es 


=>/5->/2 + lni±^^ 1 ,337. 

x 1 + V5 


| ► 7.11 Cuando una cadena fija por sus exlremos cuelga libremente adopta la forma de una catenaria que viene 
dada por la ecuacidn y = a ch (^). Calculese la longitud de la cadena si est4 fija en los puntos x = -ay 
x = a. 

RESOLUCI6N. La longitud de la curva y = ach (|) con x e (-a; a] viene dada por 

L * L / i+ [s] *-/. - /.. ch © * 

= h h (f)L* a(shl - Sl ' < - 1)) * a (l'i“^ + 0* a ( e 'e)' 

!► 7.12 Se considera el segmento de curva y = sen x, 0 < x < n. 

a) Hcillese el drea limitada por este segmento de curva y el eje OX. 

b) Hillese el volumen del cuerpo de revolucidn engendrado por el segmento de curva anterior al girar 
alrededor del eje de las X. 

RESOLUCI6N. a) El drea que limita la funcidn y = sen x con el eje OX, enlre los valores 0 y 7r, en que la 
funcidn es positiva, es 

A= senxdx = (-cosx)q =-cos7r+ cosO = 1 + 1 = 2. 

Jo 

b) El volumen limitado por la funcidn dada al girar alrededor del eje OX es 

V = 7r f sen 2 xdx = n f -— C ° S ^ dx 
Jo Jo 2 

[ x sen 2x1 T / 7r sen27r „ senO\ 7r 2 

5-— J--° + — )-y 


7.13 Aplicando el concepto de integral, calculese el volumen del sdlido engendrado al girar alrededor del eje 
OX el recinto limitado por las curvas x 2 = 4 y,y = x 2 - 3. 

RESOLUCibN. Las curvas son y = e y = x 2 - 3, que se cortan en los puntos cuyas abscisas verifiquen 

t 

es decir, x 2 = 4x 2 - 12, de donde, 0 = 3x 2 - 12 = 3(x 2 - 4), y de aqui 
0 = x 2 - 4, por tanto x = ±2. 

La curva y = corta a los ejes en (0,0) y la curva y = x 2 - 3 en (0, -3) y en (±\/3,0). 

Como ambas funciones son pares, el volumen engendrado en el intervalo (-2; 2) serS, por simetria, 
doble que el engendrado en (0; 2). 
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Vcamos para qu6 valores de x la grdfica dey = j corta a la funcidn opuesta de y = x 2 - 3, es decir, 
a y = -i 2 4- 3. Ha de ser 

T = “* 2 + 3 - 

4 

de dondex 2 = -4x 2 + 12, y asf 5x 2 = 12, por tanto, para x = 

Construimos el dibujo del rccinto que va a engendrar el volumen y que resulta el de la Figura 7.9. 



Figure 7.9 Recinto a girar para el volumen del Problema 7.13. 

Ententes, al dar una vuelta completa alrcdedor del eje OX , en el intervalo |(), es la funcion 
y = x 2 - 3 la que engendra el volumen, ya que la olra funcidn queda por debajo; cn cl intervalo [ 2j 
es la funcidn y = , por la misma razdn, pero el rccinto estd I i mi (ado por debajo por la funcidn y - x 2 - 3 

en el intervalo [\/3; 2). Por tanto serd 



7.14 


Calculcsc el volumen del sdlido de rcvolucidn engendrado al girar alredcdordel eje OY el recinto limitado 
por las curvas 

y = x 3 , y = 2x- x 2 . 


RESOLUClON. Veamos en qu6 puntos se cortan las curvas dadas y = x 3 e y = 2x x 2 . Es precise que 
sea x 3 = 2x - x 2 , dc dondc 

x(x 2 + X - 2) = 0, 
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cuyas soluciones son i = 0, i = 1, x = — 2, es decir, se corian en los puntos 
(0,0), (1,1) y (-2,-8). 

Puesio qix el volumen engendrado al girar el recinio limitado por dos funciones, f\ y fa, vienc dado 
por la fdrmula 

*-[*-*. 

en nuesiro caso, por girar alrededor del ejc OY, consideramos las funciones de y 
x = tfy y j = 1 - v/l “ 1/. 

ya que la parabola y = 2x - j-\ de eje de simetrfa Jo = 5^ = 1, es la grdfica de las funciones 

x = 1 - yj\ - y, paru x < 1, 

x = 1 + - y, para x > 1, 



Flgura 7.10 Recinio limitado por las curvas y = x 3 ey = ‘2x - x 2 . 
y cnionces lenemos que 

V = n J H (</v* (> - v/l - yf)dy + n J (v/w 5 - (1 - y/T^v) 2 )dv, 

podcmos agruparlas en una sola integral c, inlcgrando, rcsulla 

V “ */V’ - 2 + » + 2/i -r v) iy = » - 2» + £ - i(l - „)»«]' 

= 11(7 -2+ l - - 0+ ~ - 1« — :i2 + ae') = —. 

\ r > 2 r, J 10 

Si hubilramus halladu los dos volumcncs por scparado habrfamos obtenido Mi v ^ due suman 
resultado obtcnido. 30 16 
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.15 Deduzcase por integraci6n la f6rmula del volumen del (ronco de pirdmide. 

RESOLUClbN. Consideremos un tronco de pirdmide cuyas bases (ienen drcas By B' y allura h, que por 
simplificar supondremos recto, es decir, que la allura unc los centros de las bases. 

Consideramos unos ejes coordenados y el tronco siluado en ellos como sc indica en la Figura 7.11. 



Con el vdrticc en V tenemos ires pirdmides, una de base B y allura -z, olra de base variable A(x) y 
allura -z + x, y la tercera de base B' y allura -z + li. 

Como las bases de figuras semcjanles son proporcionales a los cuadrados de las alluras, tenemos las 
igualdades _ 

s/B' -z + h y fB -z 

\fB ~ -z " -z + x' 

que nos permitcn eliminar z, quedando 

y/Mx) = sfB+ (■/& - VB) p 

y entonces cs 


A(x) = b + (ys 7 - tb) 2 p + 2 (VWB -B)Z 

= B + (b' + B - 2 yfWB) p + (yiFB - b) j- . 

Aplicando la r6rmula del volumen por secciones y opcrando tenemos que 

V = jf A(x)dx = jf ^B + [B' + B - 2v/B 7 b) p + (v/i^B - b) p j dx 

- [«* + (* + B-2y£FS)i + (yFfl- B )f]‘ 

= Bh + (B' + B - 2v/B 7 b) ^ + (v/iFB - b) p 

B h . Bh 2 VWBJi + , h _ Bh = ^ B > + B+ 'l 


= Bh+ + — 


Si el tronco de pirdmide no fuese reclo, por cl principio de Cavalicri, que nos dice que dos cuerpos de 
igual allura h que (ienen secciones de igual drea A(x) para todo x, 0 < x < h, (ienen el mismo volumen. 
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el volumen seria igual al de oiro ironco de pir^mide reclo de igual allura y sccci6n A{x). La formula, por 
lanlo, es vilida para lodos los ironcos de pirimidc. 

I ► 7.16 Calculese { 

donde /' es conlinua en (- 00 ; + 00 ) y E[x] es la funcidn parte enlera. 

RESOLUClbN. Tenemosque 

£ (!) +£ w) dx -J_/(-3) dx+ L E|I|< ' I, 

y vamos a calcular cada integral por separado. Haciendo § = t resulta 

/_/ (!)■"=£'/«>" ’ 3 C/ m = 3 (£ 5 ) - £ t )) • 

Por otra parte se liene 

j' E[x]dx = J \-2)dx + J (-l)dx+ jf Odx= [-2x]l‘ + [-x]°, = -2(-l +2) - 1 = -3. 

El resullado final se obtiene sumando los valores de eslas i meg rales y es 

('(D +iW ) *-’('( 0 -^t))- 3 - 


!► 7.17 Calculese F'(x) siendo 




(2 - 5t)dt. 


RESOLUClbN. Consideramos la funcidn F(u) = 2 - 5t)dt, con u = sen 3 x + e x . Como la funcidn 

2 - 5t es continua en (- 00 ; + 00 ), podemos aplicar el leorema fundamental del C4lculo y oblenemos 
=2-5 u, donde, al aplicar la regia de la cadena, resulta 


r 2 _ 5 , 

du dx l V 


f3 sen 2 x cos x - 2xe j2 


!► 7.18 


Ulilizando la dcflnicidn de integral dcfinida, calculese el li'mite 


sen £ + sen ^ + sen £ + ■•• + sen {J 


RESOLUClbN. Sea f(x) = seni, quees continua en [0; 1] y por lanlo inlegrable, y formemos lasucesion 
de particiones regulares {P„} de [0; 1] dada por P n = {0, £, ..., {*} = {i 0 , 11 , 12 ,... ,x n }. 

Considerando en cada subinlcrvalo originado por la particidn P n el valor de la funcidn en el extremo 
superior, se tiene la correspondiente suma integral 

S n(f, Pn) = I(X l)(x'] - X 0 ) + /(l 2 )(x 2 - X]) + • • • + /(X„)(x n - X„_i) 

1112 1 « 1 / 1 n\ 

= - sen - + - sen — + ••• + - sen - = - sen - + • + sen - , 

n n n n n n n\ n n) 
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porloque 

limS„(/, P„) = lim ^ ^sen i + • • • + sen = J sen xcLi = [ - cos x]q = 1 - cos 1. 


M9 Ulilizando la definicidn de integral deflnida, calculese el Ifmite 


/ l 2 2 2 3 2 A 2 n 2 \ 

" U 3 + 1 + « 3 + 2 3 + n 3 + 3 3 + n 3 + A 3 + ' + n 3 + n 3 ) ' 


RE8OLUCI6N. Para poder aplicar la definicidn de integral definida necesilamos un factor £ multiplicando 
a una suma, para ello multiplicamos y dividimos por n Lai como se muestra a conlinuacidn 


1 2 2 

3 2 n 2 

n 3 + 1 + n 3 + 2 3 + 
_ 1 

n 3 + 3 3 n 3 + n 3 

n l 2 n ■ 2 2 n ■ 3 2 n ■ n 2 1 


n 3 + 1 + n 3 + 2 3 + n 3 + 3 3 + " ' + n 3 + n 3 ] 

_ 1 

^ 1 ^ ■ I ^ ■ 1 1^1 

n 

[l+(i) 3 1 + (*)’ l + (^) 3 1+(5H 

j^ + jiiL + jiil + ... + Jill 

[l + (i) 3 l + (^) 3 1 + (*)* 1 + (“) 3 J 

1 1 


Si ahora consideramos la funcidn f(x) - , que es cominua en [0; 1 ] y por tamo inlegrable. y la su- 

cesidndeparticionesregulares (P„}de (0; l|dadapor P„ = {0, £, jj,..., a^-1, a} = {x 0 ,X|,x a . x „}, 

eligicndo en cada subiniervalo el valor de la funcidn en el extremo superior sc liene la suma integral 

S„(/,P„) = /(i|)(i| - x 0 ) +/(x a )(i a - X,) + ■ + /(x„)(x„ - X„_|) 

1 (£) 2 t 1 (2) 2 | I (j}) a 

"l + (l ) 3 + »l + (l ) 3 + ‘" + "l + (») a 

1 [Jill + 11)1 f Jill* f ( " )J 1 

n [' + ( i ) 3 i + (£) 3 i + (*) 3 i M 2 H 

de dondc resulta 

/ l a 2 J n 2 \ r l x 2 

limS n (/, P„) = lim + ' + = J q TTt'^ 

"5jf ^5* = 5 [ i *"^|]:=!(I. 2 ■ 


7.20 Calcdlcsc cl Area cncerrada por la curva p = a cos 40, a > 0. 

RISOLUCIOn. Como cos 40 cs nulo cuando 0es ^f, ^f, 7, ■■■ y vale i I si loma los valorcs ti, 1. 

5.la figura es una flor con who pAtalos simAtricos. Kn la Higura 7.12 podcmos vcr la grAtica del medio 

pAtalo correspondiente a 0 < 0 < J y la curva complete. 
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HI Area comprcndidacmrc 0 y | cs 





HI irca toial cs diccisdis vcccs cl Area de medio pdtalo, resultando 



I ► 7.21 Dcicrmi'ncsc mediante coordcnadas polarcs al Area de una clipse de semiejes a y b. 

RESOLUCIdN. La ccuacidn candnica de la clipse de semiejes ay ben coordcnadas cartesianas rcctangu- 
lares cs jt + p = 1, cs deeir, b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 y efectuando el cambio a coordcnadas polares 


rcsulla b 2 p 2 cos 2 8 + a 2 p 2 sen 2 8 = a 2 bi 2 , de dondc 


a 2 b 2 


' a 2 sen 2 8 + 6 2 cos 2 8 ’ 

por lo que cl drea pedida, que por simetria cs cualro vcccs la corTcpondiemc al primer cuadrante. rcsulla ser 

Hsta integral estd calculada en el Problema resuelto 6.11, de dondc sc obtiene linalmente 

A = 2nV [i arctg (^)] 0 J = 2afc ( arclg (^) - arct g {^f)) = 2afc (f - °) = ™ b - 
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HI drea de la clipsc puede ealcularse mds fdcilmenic inicgrando en cl primer cuadranic la funcidn 
cxpli'cita 




Hdllese el volumen generado al girar alrededor del cje OX el lazo de la curva 
(x - 3a)y 2 - 6x(x - 2a) = 0, a, 6 > 0. 


RESOLUClbN. Si despejamos en la igualdad obtenemos 

bx(x - 2a) 


Los puntos de cone con el ejc OX vicnen dados por y 2 = 0, de dondc resulian los puntos x = 0 y 
x = 2a. Hay una asintoia vertical en x = 3a quc no intervicne por estar fucra del intcrvalo (0; 2a). 

El volumen vienc dado por 


^ ' 'f*' • jf 4^* ~’ b C( I+ ° +Jl 

= nb + ax + 3a 2 In |x - 3a|J = trft + 2a 2 + 3a 2 (lna - In3a)^ 

= nb ^2a 2 + 2a 2 + 3a 2 In = nb ^4a 2 + 3a 2 In ^ = nn 2 b(4 - 3 In 3). 


Problemas Propuestos 


7.1 Calciilese 



y cxpliqucse cl signiticado gcomdlrico del niimcro obtcnido. 

7.2 Dadas las funcioncs y\ = x 2 e~ al , y? = x 2 , 

a) calciilese 

(}/2 - yi)dx, 

b) delcrmincnse los puntos en los quc y\ c y-2 tiencn la misma pendiente. 


7.3 Hstudiese si la Cuncfon J(x) = (x - l) 3 + 1 vcriftca cl tcorcma del valor medio del Cdlculo integral en el 
intcrvalo [0; 3] y calciilese cl punto del intcrvalo a que sc rcfiere el tcorcma. 


1 7.4 


A partir de la formula recurrentc /„ 
formula de Wallis 


= ,± -^-I n -2 de las intcgralcs /„ 

1 • 3 • 5 • • • (2n - 1)\A> 1 

2 • 4 • 6 • • • (2n) " 


= / 0 T cos” x</x, dcmudstrcsc la 


I 7.5 Calciilese el drea limitada por la curva y = - —^, cl cje de abscisas y las recias de ccuacfon x = I, x - 
11 

7.6 Calciilese el drea del recinto limitado por la pardbola y = 8x 2 y la recta x + y - (i = 0. 
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7.7 Calculese cl Srea limiiada por lascurvas y = e z ,y = e~ z y la recta x - 1. 

7.8 a) Calculcsc cl Srea de la rcgidn del piano limiiada por la clipse de ecuacidn 


b) Calculcsc el Srea de los dos recinios cn quc la regidn anterior qucda dividida mediante la circunferencia 
de ccntro (0, -3) y radio 5. 


7.9 Calculese el Area del r« 


prendido cnlre los arcos de las curvas dc ecuaciones 
y = cos x, y = 1 - cos x, 

siendo =£■ < x < |. 

7.10 Detcmu'ncsc la longitud del arco dc curva y = xi corrcspondicntc al intcrvalo [0; 1). 

7.11 Calculese la longitud del arco dc parabola y = x 2 quc corespondc al intervalo [0; 1]. 

7.12 HSIlcsc por intcgracidn cl volumcn engendrado al girar alrcdedor del eje OX el segmento que une los 
puntos (2,2) y (4,6). 

7.13 Calculese el volumcn cnccrrado por la supcrficic engendrada al girar la elipse 


una vuelta complcta alrcdedor del eje OX. 

7.14 HSIlese cl volumcn del cucrpo engendrado al girar, alrcdedor del eje OY, el segmento circular limitado por 
la circunfercncia x 2 + y 2 = 25 y la recta y = 3. 

7.15 Deduzcasc por inlcgracidn cl volumcn del tronco dc cono. 

7.16 Calculcsc /!, (|2x| + E\2x\)dx, dondc Ecs la funcidn parte entera. 

7.17 H4lleseF'(i) siendo 

r 21 

la fiincidn definida Vx > 1. 

7.18 Ulilizando la dcftnicidn de integral dclinida, calculese el limite 


r2z 4 +S 


7.19 H£llcsc cl siguiente limite por medio dc la integral definida 


h n m V „ 2 + 1 n 2 + 22 n 2 + 3 2 n 2 + m 2 ' 


7.20 Calculcsc cl Area enccrrada por la Icmniscata quc cstd dada por la ecuacidn p 2 = a 2 cos 28. 

7.21 Hdllcsc cl Srea limiiada por la curva cuya ecuacidn en coordcnada polarcs es p = a(l + cos 8). 

7.22 Sc desea construir un polideporlivo cuya base sea una clipse dc ecuacidn £ + = 1 y cuyas seceiones 

transvcrsales al eje OX scan iriSngulos equilStcros. Dctemiincsc cl volumcn que enciena para disenar la 
calcfaccidn. 




Integrates impropias 


En este capltulo... 

8.1 Integrates impropias de primera especie 

8.2 Integrates impropias de segunda especie 

8.3 La funcion gamma 

8.4 La luncidn beta 
Problemas resuellos 
Problemas propuestos 
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8.1 . INTEGRALES IMPROPIAS DE PRIMERA ESPECIE 


Hcmos dcfinido la integral /j' / (x)dx, para a, b finilos, si / es inlegrablc en \a; b\ , para lo que hemos 
cxigido que fuese acolada en esc inlervalo; esias limitaciones cxcluycn gran canlidad de integrates que 
aparccen en la prbclica, por lo que vamos a general izar la dcfinicibn de integral definida pcrmilicndo que a 
y b puedan scr infinitos o que la luncibn no esib acolada en algunos puntos. 

Sea una luncibn / : [a;+oo) -> R, inlegrablc en lodo inlervalo |a;m],m > a, se define integral 
impropia de primera especie dc la luncibn f en el inlervalo [a; +oo), como cl limile dado por 

£°° f(x)dx = m lim^ J"‘ f(x)dx. (8.1) 

Si eslc limile cxisie y es finilo, se dice que la integral impropia cs convergenie, mientras que si no exisle 
o es infinilo, dccimos que cs divergenle. 

De igual modo, para funcioncs / : (-oo; 6] -> R, integrables en lodo inlervalo |m; 6], m < 6, defini- 


j }(x)dx = Jim^j f(x)dx, 


(8.2) 


y diremos que es convergence cuando cl limile cxisla y sea finilo, siendo divergenle cn caso contrario. 

Ademds si la luncibn / : R -> R es inlegrablc cn lodo inlervalo ccrrado [a; 6] y para algun c € R, las 
dos iniegrales fl oo f(x)dx y f* 00 f(x)dx son convergenlcs, sc dice que la integral impropia f(x)dx 
cs convergenie, siendo su valor 


J f(x)dx = J f(x )dx + J f(x)dx. 


■ Ejemplo8.1 La integral f 0 00 e X dx es convergenie al valor 1, ya que 

J e~ x dx = ^Mm J e~ z dx 

= m li+oo H" 1 ]™ = + e °) = = 1 

■ Ejemplo8.2 La integral e~ z dx cs divergenle, porque 

J e~ z dx = m }un^J e~ x dx 

= mli-» = ( „!i n _ 1 0o (- e ° + r “"‘) = -1 + e +JC = +0C. 


Una integral importante de primera especie 

Siendo a > 0, la integral 



es convergenie si p > 1 y divergenle si p < 1. 
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■ Ejemplo 8J De esle modo, la siguientes integrates 



son convergenles, mientras que las inlegrales 



son divergenles. 

Esia integral impropia se uiiliza para determinar, por comparacidn, la convergence o divergcncia de 
muchas integrates impropias. La interpretacidn geometries de la integral impropia de esias funcioncs puedc 
verse en la Figura 8.1. 



Figure 8.1 Convergence o divergence de la Integral Jj *" ~ds 


Obscrvemos que si / : (a; +oo) -> R, es una funcidn integruble en lodo inlervalo (n; m), rn > «, y cs 
r > a, las inlegrales / 0 +0 ° J(x)dx y / c +ou }(x)dx convcrgen o divergen simulldncamcnlc, ya que es 

J” }(x)dx = jf J(x)dx + jH J(x)dx . 

y de modo undlogo. si / : (-oo; 6) -> R cs una funcidn inlegrablc en todo inlervalo )m; 6), m < b y cs 
c < b, tcndrdncl mismo cardcter las integrates /'J f{x)dx y J c ^ J(x)dx. 

Valor principal de Cauchy 

hn el caso de una funcidn / : R -* R, inlegrablc en lodo inlervalo cerrado. si In integral / ’ ^ /(r)<£r 
es convergent® (lo que implies que csiste un c € R lal que las dos inlegrales impropias son convergenles) 
cnionccs su valor es 

Jim J(x)dx , 

pero puede ovurrir que cste Kmile cxista sin que la integral sea convergcntc. halo cs lo que le ocurrc a la 
funcidn del cjcmplo siguiente. 
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■ Ejemplo 8.4 La imcgral dc la funcidn f(x) = 2x cs divcrgenic a pesar dc que 
lim j 2 xdx = m ^ 00 [ l2 ]T,„ = - "‘ 2 ) = 

ya que divergcn las integrates f(x)dx y / a + °° f(x)dx, pues son 

lim [x 2 ] a m = m |nn^(m 2 - a 2 ) = + oc, 
lim [x 2 ]“ m = (“ 2 “ m2 ) = _oc - 

La razdn de esla aparenie contradiccidn queda clara en la Figura 8.2, donde observamos que las breas 
por encima del eje de abscisas se compcnsan con las areas por debajo, de modo que para lodo rn > 0 es 
2xdx = 0, a pesar de que la funcidn /(x) = 2x deja por debajo un area infinila en el primer cuadranie 
y lo mismo ocurre en el cuadranie lercero. 


!v+oo J 2x</x 

lim J 2 xdx 



Figura 8.2 Interpretacidn geombtrica del valor principal de una integral impropia. 

Se llama valor principal An la integral impropia f(x)dx al limile 

lim J }(x)dx. 

Convergencia de integrates de primera especie 

Si la funcibn subintegral liene una primiliva expresable medianle funeiones elcmentales. el calculo de 
la integral impropia sc reduce a un scncillo cblculo de limilcs. 

Ksludiarcmos ahora cl problema de su convergencia cuando la primitiva no se conoce o no es expresable 
medianle suma linila dc funeiones elcmentales. Los crilerios de convergencia dc integrates impropias son 
semejantes a los crilerios de convergencia dc scries, donde en muchos casos se decide el cardcter de la serie 
sin sumarla. 

■ Proposicion (Convergenciade funeiones no negativas) Si lafuncion { : [<i; +oc) -> Res integrable 
y no negaliva en lodo inlervalo [a;;»), a < in, enlonces la integral f a + ^ f(x)dx converge si y solo si la 
funcidn F : (a; +oo) > R definida par F(m) = J’“ f(x)dx eslii acotada snperiormenie en (a; +oc). 
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' ■ Proposicidn (Criterio de comparacidn por mayorante) Sean f,y : [a; +oo) -> R funciones integra¬ 
tes en todo intervalo [a; m], a < m y tales que 3xq verificando que 0 < /(x) < y(x), Vx > xo, se tiene 


a) Si j y(x)dx converge, entonces J f(x)dx converge. 

b) Si J f(x)dx diverge, entonces J y(x)dx diverge. 


■ Proposicidn (Criterio de comparacidn en el limite) Sean f,y : [a; +oo) -> R fun, 
y no negativas en todo intervalo [a; m), a < m y tales que 


entonces se tiene que 


a) Si L ^ 0, las dos integrates J f(x)dxy J y(x)dx lienen el mismo cardcle 

b) Si L = 0 y la integral J y{x)dx es convergent, tambiin lo es J f(x)dx. 


integrables 


■ Teorema (Criterio integral) Sea f : [ 1; +oo) -> R una funcidn posiliva, decrecienle e integratey lal 
que para cada n € N sea a„ = /(n), entonces 


converge. 


■ Ejemplo8.5 Scap € R. La sent £ ^ cs convergent si p > 1 y divergent si p < I, ya que la integral 
impropia /, +a ° -^dx cs convergent si p > 1 y divcrgenic si p < 1, como hemos visio en (8.4). 


Sea / : [a; +oo) -> R integrable en todo intervalo (a; m), rn > a, se dice que la integral J a +rx ' }(x)dx 
es absolutamente convergent cuando la integral / o + °° |/(x)|</x es convergcnte. Se dice que la integral 
f a °° f(x)dx es condicionalmente convergent cuando es convergcnte pero no lo es absolutamente. 


■ Proposicidn (Condicidn suAciente de convergencia) Sea f : [a; +oo) -> R integrate en todo inter- 
valo (a; m), m > a. En estas condiciones. 


si J f(x) dx 


r absolutamente convergent, entonces 


J* 00 fix) dx, 


convergent. 


8 . 2 . INTEGRALES IMPROPIAS DE SEGUNDA ESPECIE 


Sea una funcidn / : (a; 6) -> R, integrable en todo intervalo [a; b t ). f > 0, se deline integral impropia 
de segunda especie de la funcidn / en cl intervalo [a; b), como el limite dado por 


j f(x)dx = Jim ^ f(x)dx. 


Si este Kmitc existc y cs finilo se dice que la integral impropia es convergent micniras que si 
o es infinilo, la integral cs divergent. 


(8.5) 

existe 
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De igual modo, para funcioncs / : (a; b) -> R, inlegrables en lodo inlcrvalo [a + e; i), £ > 0, sc define 
la integral impropia correspondientc como 


j f(x)dx = Jim J }(x)dx , 


y se dice que csla integral cs convergenlc cuando el Ifmile exisla y sea finito, siendo divergente en caso 
contrario. 

Dados c 6 (a; b) y la funcidn / : [a; It) -> R, que es integrable en lodo inlervalo contenido en |a; It) - {c}, 
sc define fc 

J f(x)dx = lim o J }(x)dx + lim o J f(x)dx. (8.7) 

Si ambos limits cxistcn y son finiios se dice que f(x)dx es convergent y su valor es el dc la suma 
anterior. La integral cs divergente si uno o ambos Itmilcs no exislen o son infinitos. 

Pucdc ocurrir que exisla cl limit 

lim ^ jf ‘ }(x)dx + f(x)dx j , 

obtenido hacicndo £, = e 2 , sin que la integral impropia sea convergent, al valor de cste limit se le llama 
valor principal de la integral impropia. 

■ Ejemplo8.6 La integral impropia J dx es convergent al valor 2, pues 

Jo y/T^x dX = j'Jo/ = Jim [—2>/l - xj^” £ = Jim (-2%/f + 2%/T) = 2, 

ya que 

/ = /" - * ) ~ m * = + c - 

■ Ejemplo 8.7 La integral 

J Inxdx 

es impropia, ya que In x -» - oo cuando x -» 0 + . Aplicando la definicidn e integrando por partes rcsulta 
J o lnxdx = £ Jjm ( Inxdx = lim |xlnx - x]J = 1 In 1 - 1 - lim (,-|n£ - ■) 

= - 1 - lim £ In £ = [0 ■ oo] = -1 - lim ^ L = -1 + lim £ = -1. 

Una integral importante de segunda especie 

La integral 

J (TT^ (8-8) 

es convcrgcnle si p < 1 y divergente si p > 1. La grdlica de estas funcioncs estd en la Figura 8.3. Se observa 
que la integral dc la funcidn ^ cs divergent y las dc las funcioncs f(x) = que cstan porencinta 

dc clla cnlre a y 1, tambidn son divergcnlcs, mientras que las que en ese misnto inlervalo estdn por debajo 
son convergcntcs. 
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Flgura S.3 Convergencia o divergencia de la integral J* (j ‘ o) ,, dx. 


■ Ejemplo 8.8 Dc esic modo, son convcrgcnics las inicgralcs 

1 y i (*-3)v>'' J 

micniras quc las inicgralcs 

y f . J- rfx 

y 0 x 4 j, 

son divcrgenies. 

Comprucbe cl lector rcsullados anilogos para las inicgralcs 


f b 

l {b-x)P 


Convergencia de integraies de segunda especie 

Enunciarcmos ahora cuatro proposicioncs relalivas a la convergencia dc inicgralcs impropias dc segun¬ 
da cspccic. 

■ Proposicidn (Convergencia de funciones no negatives) Si la funcidn f : [a; 6) R, es integrate y 
no negativa en todo intervalo [a; b - f], £ > 0, enlonces la integral J a f converge si y solo si la funcidn 
F : (a; 6) -> R. definida por F(b - e) = f a f(x)dx , esld acotada superiormente en [<i; b). 

■ Proposicidn (Criterio de comparacidn por mayorante) Sean f, <j : [«; b) - ► R, funciones integrates 
en todo intervalo [a, b - e), e > 0, y tales que 0 < /(x) < r;(x), Vx 6 [r; b), con c € (a; 6), se tiene que 


a) si J y(x) dx converge, enlonces J f(x)tlx converge. 

b) si j f(x)dx diverge, enlonces J y(x) dx diverge. 
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La inlerpreiaciAn dc csle crilcrio sc comprcndc fAcilmcnlc con la Figura 8.4. dondc sc obscrva quo 
las Areas quc dcjan por dcbajo dc sus grAficas las luncioncs / y g en cl inlcrvalo |a; c) son fimlas y cn cl 
inlervalo |c; 6) la grAfica de g deja mAs Area quc la dc /. 



Figure 8.4 InlerpreiaciAn geomAlrica del crilerio de comparaciAn por mayoranle. 


■ ProposiciAn (Critcrio de comparaciAn en el Hmite) Sean f, g : |a; b) 
no negalivas en lodo inlervalo [a; b - e), e > 0 y tales que 




/(£) 

9{x) 


L, 


R. funciones integrables y 


enlonces se liene que: 

a) Si L 0, las dos integrates J a f(x)dx y J a g(x)dx lienen el misino cardcter. 

b) Si L = 0y la integral J*g(x)dx es convergent, tambitn lo es f(x)dx. 

Sea / : [a; b) -> R inlcgrablc cn lodo inlcrvalo [a; 6 - f), e > 0, diremos quc la integral J" ffl J(x)<Lres ab- 
solulamenle convergent cuando la integral J |/(.c)| dx cs convcrgcntc. Diremos quc la integral f f(x)dx 
cs condicionalmente convergent cuando cs convergent pero la integral |/(i)| dx es divergente. 

■ ProposlciAn (CondiciAn suficiente de convergencia) Sea f : [a; b) -> R integrable en todo inlervalo 
[a; b - c), e > 0, en estas condiciones 


f(x)dx es absolulamente convergent, enlonces 


J }(x)dx es convergent. 


Andlogamenle para inlervalos de la forma [a + e; 6). 

Existcn lambiAn intcgralcs impropias dc ambos lipos a la vcz: lienen un inlcrvalo infinilo y no son 
acotadas cn algun punto del inlcrvalo. 

I Ejemplo 8.9 La integral / 0 +o ° jdx cs dc primera y dc segunda cspccie y como 

i 'x dx =i i x dx+ jr^ 

= fllo 1 ) J x dx + mty+aoj x dX = (* n '■'J |l n *)"' 

= In 1 - Ine + Inni - In 1 = 0 + oo + oo - 0 = +oo, 


es deeir, la integral diverge. 
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Exislen funcioncs con notables aplicacioncs cn Mulcmtilicas y ciencias alines, muy cspccialmcntc cn 
el campo dc la Estadlstica, definidas a truvds dc intcgrales impropias. Nos cstamos reliricndo a las llamadas 
funciones eulerianas, las funciones gamma y beta. 

8.3. La funci6n gamma_ 


La funcidn gamma de Euler cs la funcidn T : (0; +oo) —> R, dclinida para cada numcro real p, tal que 
p > 0, como 

r(P) = J °°^-'e-'dr. 

Propiedades de la funcidn gamma 

1. J x p ~ l e~ I dx cs convergenle Vp > 0, es decir, la funcidn gamma estd bien dclinida. 

2. r(i) = r(2 ) = i. 

3. r(p+1) = P r( P ). 



6. Fdrmula de los complemcnios: 


o particular T ^ ^ = ^J e * ^ x - 


■ Ejemplo 8.10 Para calcular la integral 



como es precisamente 

J °° x 2 e- x dx = T(3) = 2r(2) = 2.1 = 2, 

lencmos hallado cl valor de la integral por medio de la funcidn gamma. 


Mediantc la propiedad 3 dc la funcidn gamma, el cdlculo dc T(p) para p > I puede rcducirsc al cdlculo 
para un valor p con 0 < p < 1. Para cslos valorcs la funcidn gamma cstd labulada, vdasc la tabla dc la 
pdgina 399. 

Esta igualdad pcrmile extender la definicidn de la funcidn gamma a valorcs dc p negalivos, sal vo cnteros 
negalivos. De esle modo la grdftca dc la funcidn gamma cs la dc la Figura 8.3. 

Cdlculo prdclico de T(p) 

Si p > 1 cs p = k + r con 1 < r < 2. Aplicando la Icy dc recurrcncia succsivanicmc es: 

r(p) = r(fc + r) = (p - i)(p - 2) • • • ( P - k + i)( P - fc)r(p - *) = (p - i)(p - 2) (/ + i)r(r). 


■ Ejemplo 8.11 Sc ticnc que 

T(5,27) = 4,27- 3,27-2,27- 1,27 r(l,27), 
donde esle ultimo valor csld en la tabla. Tambidn 

r (t) = r (4 + }) = (3 + i) (2 + j) (i + J) r (i + i). 

■ Ejemplo 8.12 De la igualdad T(p) = £r(p + 1), sc obticnc por ejemplo 

r< -°- 6) - =^6 r<0 - 4) ' = ^ ^r(S). 
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Figure 8.5 Grdfica de la funcidn gamma de Euler. 
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como cs prccisamentc 




(cncmos hallado cl valor de la integral por medio dc la funcibn beta. 


La fbrmula dada por la propiedad 3 dc la funcibn beta permite el cilculo de la funcibn beta para 
cualesquiera valores de p y q sin mis que utilizar la labia de la funcibn gamma dc la pigina 399 y la 
propiedad 3 dc la funcibn gamma. 

■ Ejemplo 8.14 Tcnemosquc 

Bio 5 , « = r (2,5)r(3,5) 1,5 ■ 0,5 ■ T(^) • 2,5 ■ 1,5 ■ 0,5 • T( j) | j m -IV*f = 3 * 

' ’ ’ 1 r(6) 5 4 - 3 - 2 r(l) 5! 256 


Problemas Resueltos 


3.1 Bsludiese la convcrgcncia dc las intcgralcs 



RESOLUCldN. a) Utilizando la igualdad (8.1) es 


lim J xi 


c integrando por panes con 

dv = e~ z dx , v = -e~ z , 

queda 

J xe~ z dx = lim J xe~ z dx = lim |-xe _T + J e ' r </xJ 

= mllTcc t _Ie_x “ e ~ x C = - '' m + 0 + ,u ) - 1 

b) Se lienc que 


= lim [ln(lnx)]"‘ = lim (ln(ln ffi) - ln(ln2)) ■- +oc, 
por lo que esta integral es divergentc. 


8.2 Rstudicsc la convcrgcncia dc la integral 
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RESOLUCI6N. Para lodo c € R las imcgrales 



son divergemes, pues 

it = J t + x 2 tlx = = [ 2 ln ^ + x ^] 

= m lim K (in s/l+c 2 - In y/\ + m 2 ) = In y/l + c 2 - ^lim^ In yj 1 + m 2 = - 00 , 

I 2 = J j * x2 dx = lim J —^-^di = , n !i l ][! 0& l"^ 1 +x2 )| 

= lim (in \/l + m 2 - In y/\ + c 2 ) = lim In >/l + m 2 — In \/1 + c 2 = H-oc, 

por lo que la integral del enunciado es divergenic. Basiana que una de las dos imcgrales calculadas fuese 
divergeme para asegurar la divergencia de la integral dada. 

Sin embargo, si calculamos el valor principal de Cauchy rcsulta ser 

VR = Jx~f m rh dx 

= lim ^ln(l+x 2 )J = lim (in \/l + m 2 - In y/\ + (-m) 2 ) = 0, 

lo que puedc intcrpreiarse fdcilmentc observando la Figura 8.6, donde las dreas por encima del eje de 
abscisas compensan las dreas por debajo, a pesar de que ambas dreas sean infinitas. 



Figure 8.6 Imerpretacidn geomeirica del valor principal del Problema 8.2. 


I ► 8.3 Dada la funcidn f(x) = ke kx , con k > 0, delcrmincsc el valor de k para que sc verilique que 

J ke~ kl dx = 1. 

Resoluci6n. Calculando la integral impropia sc tienc 

J ke~ kx dx = ^lim^y ke~ kz dx = - lim J e~ kz (-k)dx 

= ~ m !imJe-X = - i lim oo (e-' ;,, ‘ - e°) = 1 - Jmw-'”" = 1. 
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En conKcuencia la igualdad pedida sc verifies para lodo valor positive de k. 

La funcidn dadaes la funcidn de densidad dc la distribucidn exponencial dc parimeiro k, importante cn 
el Cilculo de Probabilidadcs. La igualdad de enunciado pnieba que / es una autintica funcidn de densidad 
para cada valor positivo de k. 


p.4 Esltidiese la convergencia de la integral 


r"4±i*. 

J , X 3 + X 


RE80LUCI6N. Primer mitodo: 

El denominador sdlo se anula en x = 0 que no pertencce al intervalo de iniegracidn, por lo que es una 
integral impropia de primera especie. Para esludiar su convergencia por mayorantc, descompo nemos 

r ^~dx = p -i—dx + 3 r 

Jt x 3 +x J , x 3 + x y, x 3 +x 

La primera dc estas integrates es convergcnte pues 


y la segunda tambten, en virtud del criterio de comparacidn por mayorante. pues 


ya que la integral -^dxes convergcnte cuando p > I. 

Segundo mitodo: 

Para esludiar la convergencia por comparacidn en cl Kmilc, como el numerador es de primer grado y el 
denominador de grado tres, conviene comparer con 4,, resultando 



luego ambas integrates tienen el mismo cardcler, y puesto que /,*-pdx es convergcnte. pues es del lipo 
(H.4) con p = 2, la integral pedida es convcrgentc. 

18.S Estudiese la convergencia de la integrates 

/, - J* Pfiix. e h J' 

RE80LUCI6N. Comoes 



teniendoen cuenta que la integral / | *" x ' r 'dx es convergenle. pues por dclimcidn es 



y por el criterio de comparacidn por mayorante rexulla que l\ converge. 
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Por oira pane, como cs 

por cl mismo crilcrio rcsulla que l-i cs divcrgcnlc. 


Vx e (1; +o&), 


I ► 8.6 Esludicsc la convcrgcncia de la intcgralcs 

a) I + h**' b) l -ph- 

RESOLUClON. a) Como cs In x < x, Vx e [2; +oo), sc tienc que 
Vxe|2;+oo), 

y como J 2 + °° jdx cs divcrgcnlc, pucs cs del tipo / 2 +ot ^ 77 dx con p = 1 , por cl crilcrio de comparacibn por 
mayorantc, la integral dada cs divcrgcnlc. 

b)Comocsx 2 < e x3 < e xJ+ ^,Vx e [ 1 ;+oo), rcsulla que 


e lJ + * ‘ 

de dondc, por comparacibn, la integral dada cs convcrgcnie. 


Vx e [1; + 00 ), 


I ► 8.7 Esludicsc por comparacibn el carbctcr de la integral 


ResOLUCKJn. Comoc! 


Vx e (2; + 00 ), y al ser convcrgcnie la integral /, °° -pdx, por el crilerio de comparacibn por mayorame la 
integral dada cs convcrgcnie. 


► 8.8 Esludicsc cl carbccr de la integral 


y +a °e _|x+1| ( 


RESOLUCIOn. Teniendo cn cucnta que 

fx+ 1 , si x + 1 > 0 , 
11 \ -(x+ 1 ), six+ 1 < 0 , 

la funcibn subintcgral sc escribe cn la forma 

e -|j+‘l _ / 


x + 1 , si x > - 1 . 
-(x + 1 ), six < - 1 , 
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El carfcter de la integral propucsta se decide a partir dc las integrales 

h=J ' e z+1 dx e h = J'°° e- (l+1, tir. 

/1 = m }^ n oo J e z+l dx = ^lim^[e I+1 ]~‘ = e~ 1 + 1 - m lirn^e m+1 = c° - 0 = 1, 

1-2 = lim J e~^ z+t) dx = lim [-e - * J+1, ]™ 1 = e _ * _1 + 1 * - lim e _ * m+,) = e° - 0 = 1. 
Al ser ambas integrales convergentes, la integral dada es tambidn convergente y sc vcrifica que 

J + °° e~' z+l 'dx = J V |l+1| dx + J + °° e~' I+l 'dx = /, +I 2 = 1 + 1 = 2. 


Ij8.9 Estudiese la convergencia de la siguiente integral, sicndo a un numero real, 
Jy X 2 + a 2 


RESOLUClbN. Estudiemos la convergencia absoluta. Como cs 



y ser convergente la integral /, +0 ° -pdx, rcsulla que la integral 



es convergente, por lo que la integral del enunciado es absolutamente convergente, y por tanto convergente. 


|8.10 Estudiese el cardcter de las integrales 

r +ao i 2 cos i 2 /■ +0 ° e 2z 

h = L c h = J 0 ^Ti dx - 

RESOLUClbN. Comoes |x 2 cosx 2 | = |x 2 | I cosx 2 1 < |x 2 | = x 2 , se lieneque 

y como la integral /, + °° jidx converge al ser del lipo /, +<x ' j^dx con p > 1, por cl critcrio de comparacidn. 
la integral I\ es absolutamente convergente y por tanto cs convergente. 

Teniendo en cucnta ahora que 

prn Vx € [0; +oo), 

J e~ z dx = Jim J e~ z dx = lim [-e~' r ]™ = 1 - lim t -1 ' 1 = 1- 0=1, 



214 • Cdlculo de una variable 


ic quc la integral I2 cs convergcnte por el criierio de comparacidn por mayorante. 


!► 8.11 Hdllcsc la convcrgcnciade la integral 


jfWn- 


RESOLUClbN. Como es una integral impropia de segunda espccie, ulilizando la definicidn se liene que 

/ _!_ dx = lim f 1 — dx = lim f (x - l)~$dx 

Ji ?/x - 1 «-*o+ y I+£ r-.o+y, +£ 

= £ Hm [2(x _ i)i]^ = 2 2 2 - 2 = 6 - 0 = 6, 

luego la integral converge y su valor cs 6. 

!► 8.12 Hdllcsc la convcrgcncia dc la integral 

fj- 

RESOLUClbN. Pucsto quc la funcidn subintcgral no esti definida en cl punto x = 0 que pertencce al inter- 
valo dc integracidn, la integral serf convergcnte cuando lo scan las dos integrates cn que la descomponemos 

Por la definicidn dc integral dc segunda cspecie, tenemos 

-1 -1 -1 -1 -1 

= t !V?- T _ ^2 = T + ^0- T = T + 00 = +00, 

l$ = c i ^l^ = ,!"?♦ [t], = T -.!S? + T = T “ (_oc) = +oc - 

Hn consecuencia la integral cs divergcntc. 


I► 8.13 Estudiese la convcrgcncia dc la integral 



RESOLUClbN. Enel punto x — ^ se anula cl denominador, por lo que es una integral impropia de segunda 
espccie. Ulilizando la definicidn rcsulta 


It, y/l- S J;nx dX = / T y/l^seni^ 1 = _2 ''I/* /* **** J ~ 

= - 2 I'm f 1 ^ ~ seilJ ) = _o ii m P d(v/l -senx) 
f-*o+Jo 2v/l - senx i->o+ y 0 ' ' 


= -2 lim f'/T r s« 


= - 2 ^/l -sen(§ - <•) - v/1 - sen0j = -2 (0 - 1) = 2. 
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y como la inlcgral cs convcrgcnie por ser del lipo dado por ( 8 . 8 ) con p - 5 , la integral del 

enunciado cs absolutamcntc convcrgcntc y. por tamo, convcrgcntc. 


!► 8.17 Esludicse cl cardctcr dc la inlcgral 



y calculc si cs posiblc su valor. 

RESOLUCI 6 N. La inlcgral cs impropia porque la funcidn no csld definida en los cxlremos del intcrvalo de 
inlcgracidn, pero al iralarsc dc una funcidn par, si la inlcgral cs convcrgcnie valdrd el doble que la integral 
en cl intcrvalo [ 0 ; 1 ), por lo que lenemos 

= 2 fo = 2 <!l™ [ £ 7f=b = ^!‘7> re8en * li "‘ 

= 2 ^ lim arcsen(l - e) - arcsenO^ - 2(arcsen 1 - 0) = 2arcsen 1=2-=-. 


I► 8.18 Dcmudsircsc que la inlcgral impropia 

siendo a > 0, cs convcrgcntc si p > 1 y divergeme si cs p < 1. 

RESOLUCI 6 N. En cl caso en que sea p ^ 1, ulilizando la definicidn, se licne 

/ + °°^ = lim /"* = lim f ? - - - rl"* = lim -L- ( -Lj- - -L) 

J a XP m-.+ooJ a xP m-*+<x. [(1 -p)xP~' J o rn^+x 1 - p \ )n H aP~') 

y cnlonccs rcsulla que 

si cs p > 1 => p - 1 > 0 => lim —!— ( —--) = 0 - 7 -5-luego 

"■-+«> 1 -p \mP-' aP~') (l-p)aP"' 6 

converge, 

sicspcl => p 1 < 0 => lim —-—(—— r - r ] = +oc. luego diverge, y 

m->+au l - P\mP~ l aP-'J 

si p = 1, dircclamcnic. ^ ^ Mm [lm]™ = +oc. luego diverge. 

8.19 Hdllese el Area que dclimilan en cl primer cuadranlc las funcioncs 

fU) = 77 — y sM = 7 - 7 - 5 - 


RESOLUC 16 N. Eslas funcioncs se corlan en x = 0 y x = 1. Enlrc eslos dos punlos limilan un drea linila 
por ser conlinuas. Ambas funcioncs lienden a ccro cuando x liende a +oc, por lo que hay que csludiar la 
convcrgcncia de la inlcgral impropia que pudiera medir esle Urea, cs deeir, la inlcgral impropia entre 1 y 
+00 dc la funcibndifcrcncia dc funcioncs, lal como sc observaen la Figure 8.7. 
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Figure 8.7 Area limitada por las lunciones del Problema 8.19. 


En el inlervalo [0; 1] es f(x) < g(x), mientras quc en el intcrvalo [1; +oo) es al conlrario, por lo que 
el drea loial estarf dada por la sunia 

jf (flU) - /(*)) dx + (f(x) - g(x)) dx. 

La primera iniegral vale 

J _ FT”) = l arctex — ln(l + x))o = arctg 1 - In 2 - arctgO + In 1 = ^ - In 2. 

Y la segunda 


[ (ttJV 5-/ (rb" rr?) ** = lln(1 + x) ~ art ' tgx|; " 

= lim (ln(l + to) - arctg in) - In2 + arctg 1 



es decir, divergenle. Luego el irea cncenada es infinita. 


b.20 Estudicse la convergence de la iniegral siguienle, ulilizando los crilcrios dc comparacibn. 


RESOLUClbN. La funcibn subiniegral no csli dctinida en x = 0 leniendo adcmds inlervalo dc inlcgracibn 
inflnito. por lo que la integral impropia es de primera y dc segunda cspccic. Considcrando por ejcmplo 
c = 1 € (0; +oc), debcmos esludiar las iniegrales I\ e I 2 dc la siguienle dcscomposicibn 


Para la primera de ellas, como es 

9 = Vl€(0:11 ' 

al ser convcrgenle, por el crilerio de comparacibn se lienc que I\ es convcrgcnic. 
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Para csiudiar la convcrgcnciadc I2, como cs y/x > l,Vx€ [1;+oc), sc liene que 


\/x > 1 


y como /, + °° c~ z dx es convergcnic, vdasc Problcma resuelio 8.5, cnionces I2 es convergenic. 
En consccucncia la integral pedida cs suma dc dos convergentes y por tanto convergente. 


!► 8.21 Estudiese el carfcter dc las intcgralcs siguientes y cuado sea posiblc obt£ngasc su valor: 


/•+<*> 1 /•+00 j 

a) l I^W dx ’ b) l 


RESOLUClbN. a) La primera integral cs impropia de primera cspecie y por anularse la funcidn subintegral 
cn cl punto x = 1 tambidn de segunda espccie. Serf convergente cuando lo scan las ires integrales dc la 
siguiente descomposicidn 

r“_L_ <fa= /"_i_dx + !_ d I+ r~^dx. 

Jo (x-1) 2 Jo ( x-l)*‘ U + J l (x-l)* ax + J 2 (x-l) 2 “ 

Pero la primera de cstas integrales cs divergente por ser del lipo f a ( X ' a)p dx con p = 2. Por tanto la 
integral pedida cs divergente. 

b) Pucsto que el punto x = 1 que anula cl denominador no esrf en el intervalo de integracidn se traia 
dc una integral impropia dc primera espccie. Utilizando la delinicidn es 

[ — ^——zdx= lim f - — rdx = lim f — 5-1 = lim - \ = 1. 

Ji (l-l) 2 m-»+oo J 2 (l-l) 2 m-.+oo[i-lJ 2 m -,+00 m - 1 2-1 


!► 8.22 Analicese la convergenciadc la integral 


y si proccdc, obtdngasc su valor. 


--s: 


RESOLUCI6N. Primer mitodo: Hacicndo cl cambio x 2 = t, es x = ti y es dx = If idt: ademds es 
Vl - x 2 = v/1 - t = (1 - t)i. Por tanto 

1 = Jo (T^T \ rUt = = \J\(\-tyUt = \b{2. i) 

1 r(2)r(i) 1 l-r(^) i r(+) 2 

2T(2+i) 2(l + I)r(l + i) 2§lr(i) 3' 

La integral es convergente, pucs la funcidn beta es convergente para p = 2y q = 1, y su valor es =. 
Segundo mitodo: Hacicndo el cambio x = sen t cs 1 - x 2 = 1 - sen 2 t — cos 2 f y cs dx = cos Idt. 
Para hallar los limites de integracidn resulta que para x = 0 serf t = 0 y para x = 1 serf t = £, de donde 

. f* sen 3 tcostdt \ ( [? , „ \ i 9 

1 = Jo -^ 7t - = 2 l 2 J 0 ( sent ) 3 (cosr)°d(J = -B(2, = -, 

donde se ha utilizado la expresidn irigonomtSirica dc la funcidn beta. 



Capitulo B / Integrates improplas • 219 


Tercer mitodo: Vanios a caleularla encontrando una primitiva, mcdiuntc la intcgracidn por partes, y 
aplicando despuds la definicidn dc integral intpropia. Conto 



aplicando la definicidn de integral impropia de segunda cspecic queda 


' = Jo = So ‘ = [-* 2 ' /rTi - §<» - 

= lim (-(1 -f)Vl - (1 -f) 2 - 3(1 - (1 -O*) 1 ) + 0+ |= 0- 0 + 0+ j = j- 


El cilculo de la integral indelinida puede hacerse tambidn por cl mitodo aleindn, vdase Scccidn 6.S, 
niediante la descomposicidn 


/ 


i 3 




*/ 


dx 

\/l - x 2 ' 


obtenidndose a = -1/3, c = -2/3, 6 = K = 0. 


#.23 Calculense las integrales 


a) J In xir, b) J 


RESOLUClbN. a) Como es - Ini = In j, haciendo el cambio In j = t o equivalcntcmcnte j = e 1 , cs 
x = £ = e~‘ y dx = -e~‘dt. 

En cuanto a los Ifmites, si es x = 0 entonces t = +00 y si x = 1 se ticne que t = 0. Con cllo la integral 
se escribe 

J y=\nxdx= J yinXii = J <ft(-e-')dt = - j t^e-'dt 

= e-'dt = £°° tl-'e-'dt = r(f) = T(1 + J) = ini). 

b) La integral se escribe como 

Jo X y dx = Jo x ^' Xdx 

y haciendo el cambio 3 -x = e~‘, si tomamos logaritmos neperianos se liene que -x In 3 = -t y por lanlo 
es x = jjj, con lo cual los Ifmites no cambian, siendo dx = ;^dt. En cstas condiciones la integral rsulta 
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!► 8.24 Calculcsc la integral 


RES0LUCI6N. Hacicndocl cambio x 3 = 3 1, o bicn x = \/3t l/3 , los nuevos h'miles son 
si x = 0, cs t = 0, 

si x = \/3, cs (\/3) 3 = 3t, de donde 3 = 3t y t = 1, 
y difcrcnciandocn la expresidn x = v^31 1/3 queda 

Entrando cn la integral sc licnc 




I ► 0.25 Calculcsc cl valor de las inlcgralcs 

a) J \/x 3 (a - x)dx, b) J e~ ajJ tLx, 

con a > 0 y a > 0, y como caso particular obtdngasc cl valor de la integral de Poisson 

jP-‘- 


RESOLUCI6N. a) Haciendo cl cambio de variables dado por la igualdad x = at sc liene que es dx = adt. 
y cn cuanto a los limitcs, si cs x = 0 cnlonccs lambidn cs t = 0 y para x = a es t = 1. con lo cual la 
integral sc escribe cn la forma 


J \/x 3 (a - x)ilx = J \/a 3 t 3 (a - at) adt 

= J V n-, f 3 (l — t) adt — a 2 J f 3 (1 -t)idt = n-B(i.f). 

b) Con el cambio ax' 2 = t y por tanlo x = 1 i, los limites de inlegracidn no sc allcran y diferen- 

ciandosc obticnc dx = ^dt. Entrando cn la integral se liene 


C'™** - =5 hr ri '"*=^ - wt 

Haciendo a = I resulla que la integral de Poisson vale 


’ * dx = - % /n. 
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ES" Calculcsc la integral 


RESOLUClON. La integral dada no es impropia y podcmos calcularla por varios proccdimicntos. 

Primer mitodo: 

Haciendo el cambio x 4 = 16t, es x = 2fl y se tiene quc para x = 0 cntonccs t = 0 y euando x = 2 
es f = 1. 

Por otra pane, diferenciando se tiene dx = \t~*dt. Con lodo ello la integral cn la nucva variable sc 
escribe como 

I = ^J \/i6- = i/ v/i6(i -t)t~idt = 2 J ri(i-t) 1 </« = 2B(J,§). 

Segundo mtlodo: 

Con el cambio x 2 = 4 sen u se tiene quc si es x = 0 cntonccs tambidn es u = 0 y para x = 2 qucda 
4 = 4 sen u y sen u = 1, con lo cual es u = ^ ■ 

Si diferenciamos cn el cambio queda 2xdx = 4 cos udu, o bicn 4^/sen udx = 4 cos udu, dc dondc es 

= 7E t du ■ 

A su vcz el radical subintegral queda 

\/l6 - x 4 = y /16 - 16sen 2 u = ^/16(1 -sen 2 u) = 4-y/l -sen 2 u = 4cosu, 
y la integral se exprcsa como 



Esta integral sc puede resolver como integral trigonomdtrica pura, o bien ycndo a la vcrsidn trigono- 
mdlrica dc la funcidn B(p, q). Si oplamos por esta via sc tiene quc 

/ = 4 jP du = 2 ^2 jT T (sen u)“ ^ (cos u) 2 duj = 2B(±,§), 

rcsultado coincident. 


j.27 Deduzcase la cxpresidn irigonomdirica dc la funcidn beta dc Euler dada por 
B(p,q) = 2 (sont) 2p -'(cost.) 3q - l dt, 

conp > 0 y q > 0, y como consecuencia prudbese quc iJ(j, 5) = tr y confinncsc quc T(.^) - ^/n. 
RESOLUClON. La deftnicibn primera dc la funcidn beta dice quc dsta es 
B(p,<l) = - x) q -'dx. 

Si hacemos el cambio dc variable deftnido por x = sen 2 f, sc tiene quecs 1 -x = 1 - sen 2 t = cos 2 f. 
Diferenciando resulta dx = 2 sen t cos tdt y los Ifmites sc cambian cn la expresibn del cambio cn la forma 
x = 0 para f = 0 y x = 1 se correspondc con t = |. 
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Enlrando con lodo cllo cn la cxprcsidn dc la funcidn sc licnc 
/•? 

B(p,q) = / (sen 2 <) p ~ (cos 2 t) q '2senfcosfd< 

= 2y ^ (sen t) 2p_2 sen f(cos<) 2<i,_2 cosfdt = 2 J (sen t) 2f, ~ 1 (cos t) 2 *' 
que cs la cxprcsidn buscada. 

Si cn la cxprcsidn irigonomdlrica obtenida hacemos p = q = ^ se licne que 

= 2 j\sent) 2 l-'(cost) 2 l-'dt = 2 JJ dt = 2^ = it. 

Tcncmos pucs cl valor pedido B(^, |) = rr. Si ahora lencmos en cuenta la formula que relaciona a las 
dos funcioncs culcrianas, dada por 

y cnlramos cn clla con p = q = 5, juntamente con cl resullado anterior, queda 

G))*— 


'r(i + i) Hi) 

y cn consccucncia sc ticnc cl intcrcsantc rcsultado 

Hi) = A- 


!► 8.28 


H4 lien sc las intcgralcs 


'•-Tim ° 

RESOLUCI6N. Para calcular la primera integral podemos cscribirla utilizando la expresidn trigonometnea 
dc la funcidn beta cn la forma 

U = Jo 1 = Jo 1 (Sf) S<ir= ^( 2 i' (Senj ')" f(COSJ ) l<ir ) = ^ B( ^! ) 

Para hallar la segunda integral, rcalizando cl cambio de variable 1 = at sc liene que si es 1 = 0 
cntonces t = 0 y si x = a, cntonccs t = 1, y difcrenciando rcsulta dx = adt. Con todo ello la integral se 
escribe en la forma 

h = J i/i 2 (n - x) 4 dx = J a 2 t 2 (a - at)* adt 
= y ya 2 t*a*(l - t)*adl = a 3 J 1 4 (1 - t)i dt = a 3 B( 


!► 8.29 


Estudiese el car&clcr dc las intcgralcs 


,,-r 


dr 

>/l + Jr 3 L 
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RESOLUCI6N. Comoes x/1 + x 3 > Vx 5 = xi,Vxe [1;+oc), se tiene quc 

1 < J_ 

n/1 + x 3 _ xS ’ 


y como /, + °° converge, al ser del lipo /, °° con p = j > 1, por cl criicrio dc comparacibn por 
mayoranic la integral /■ cs convcrgcnie. 

Para la integral I? sc tiene que Vx e [0; 1) es x 5 < x, de dondc 



y como fg ——j-dx converge, al ser del lipo f a con p < 1, sc tiene que, por cl criicrio de compa- 

ci6n por mayorante, la integral I-i converge. AdemSs podemos calcular cl valor dc csta integral del siguiente 
modo, con el cambio x 5 = t se tiene x = tl y dx = £t~idt y podemos cscribir 




4-30 Esiudiese el cardcler de la integral 


f 


dx 


RESOLUCI6N. Se traia dc una integral impropia dc segunda cspccic pucs la funcibn subintegral no cstd 
acotada en x = 1. Aplicando la definicibn se tiene que 



= ln(lne 2 ) - lim ln(ln(l + e)) = In2 - ln0 + = In2 - (-oo) = +oo, 
por lo quc la integral es divergcntc. 


Problemas Propuestos 


8.1 Esiudiese la convergcncia de las integrates 

a) J xe~* 2 dx, b) J xe'dx. 

8.2 Esiudiese la convcrgenciade las integrates 

a) L TTT^' b) / 

8.3 Dctcrmincse cl valor dc a para que la funcibn /(x) = -j, con a > 0 verilique que 

J °° f(x)dx = 1. 



224 •CUcutodeuna variable 


8.4 Estudiese por comparacitfn la convcrgcncia de la integral 




(lx 


8.5 Esttfdicsc la convcrgcncia de la integrates 



6.6 Estudiese por comparucidn cl cardctcr de la integrates siguientes 

“>/ p^ rf;r ’ dondc<,eR ’ b) l 7f==r 

8.7 Estudiese por coinparacidn el cartictcr de la integral 

J2 Vi 2 - 1 


8.8 Estudiese cl cardccr de la integral 


8.9 Estudiese la convcrgcncia de la integral 


8.10 Hdllcsc cl cardctcrdc la integral 


8.11 Estudiese la convcrgcncia de la integral 


/ ! 5 £dx - 

f + °° X COS X , 
/ —i-- <h 

U 11 + 2 

Jfvrb- 


8.12 Hdllese la convcrgcncia de la integral inipropia 


8.13 Analtccse la convcrgcncia de las intcgrales 
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14 Esnidiese la convergencia dc la integral impropia 


9.15 Esnidiese por comparacibn la convergencia de 


B.16 Hillese la convergencia de 


18.17 Esnidiese el caricter de la integral 


y tr&tese de obtener su valor. 

18.18 Demubstrese que la integral impropia 


•= h itt* 


es convergente si p < 1 y divergente si p > 1. 

18.19 Hbllese el irea comprendida cn el primer cuadrantc entre las funcioncs /(x) = —j y g(x) = -3 a partir 
del punto x = 1. 

18.20 Utilizando criierios de comparacibn, esnidiese la convergencia dc la integral 


8.21 Esnidiese el carbcter de las integrales siguientes y cuando sea posible oblbngansc sus valorcs 


/ +oo j /.+00 J 

FTTF'*' (ITT 


8.22 Calciilese el valor de la integral 


I 8.23 Hdllense las integrales 


.) J In 3 xdx, b) J x* 1 7r u dx. 


8.24 Calciilese 
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8.25 Calculense las integrates 


8.26 Hcillcsc la integral 


8.27 Calculcsc la integral 


8.28 Calculense las integrals 


8.29 Calculense las intcgralcs 


a) J y/Ie^dx, b) jf 

/ = J \/x 2 (4 - x)dx. 

fi , , 

1=1 sen J x cos xdx. 

a) J cos 2 x \/sen 2 xdx, b) J cos 6 xdx. 

/•+“ e-'S* f* 00 e~'S* 

">/, -jr*- b, l 


8.30 Hdllesc el valor de la integral 


r 


dx 

x In 3 x 



9 


Series numericas 


En este capftulo... 

9.1 Sucesiones num6ricas 

9.2 Concepto de serie y convergence 

9.3 Propiedades de las series 

9.4 Series de l6rminos no negativos 

9.5 Series de l6rminos cualesquiera 

9.6 Suma de series 
Problemas resuellos 
Problemas propuestos 
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9.1. SlICESIONES NUMliRICAS 


Definicion 

Se llama succsidn dc numeros reales a cada aplicacidn entre cl conjunto dc los numeros naturales y cl 
conjunto dc los numeros rcalcs dc la forma 

/: N —> R 
n —> f{n). 


Usualmente sc rcprcscnta la sucesidn considerando las imdgenes mcdiante cl conjunto {a„}, siendo 
a„ = f(n) el llamado tdrmino general dc la succsidn. De cstc modo, recomendo N segun su orden resultan 
las imdgenes a n o tdrminos de la succsidn formandoel conjunto ordenado {ai,a 2 ,a 3 ,... ,a„,...}. 

Las sucesioncs pueden presentarse dc dos formas. Una consiste en dar su tdrmino general a„. Asi la 
succsidn de tdrmino general a„ = es cl conjunto ordenado 


{if’l’I'-'-’iSTT'-}- 


Tambidn puede deftnirse una succsidn conociendo alguno dc sus primeros tdrminos y dando una ley 
rccurrentc para la generacidn de los siguientes. Asi suelcn deftnirse las succsiones Uamadas progrcsioncs, en 
las que basta con conoccr cl primer tdrmino y la diferencia como es el caso de las progresiones arilmdlicas 
o cl primer tdrmino y la razdn cn cl caso de las progresiones gcomdtricas. 

Una progresidn arilmdtica de primer tdrmino a t y diferencia d es el conjunto 


{ai,ai + d.ai + 2d,... ,ai + (n 


cs decir, su Idrmino general cs a„ = a\ + (n - 1 )d. 

En el caso cn que la succsidn cs una progresidn geomdtrica de primer tdrmino a t y razdn r el conjunto 
dc sus tdrminos estd dado por 

(a,,a,r,a,r ! ,...,iiir"' l ,...) l 
siendo su Idrmino general a„ = air" -1 . 

Cuando la sucesidn no es una progresidn la determinacidn del tdrmino general, a partir de la ley de 
formacidn dc los tdrminos, no siempre cs tarca sencilla. 

Pcnscmos por cjemplo en la succsidn lal que su primer tdrmino es ai = 1 y cada tdrmino posterior se 
obtiene del anterior sumdndole el subindice dc su lugar, con lo cual es a 2 = ai + 2, a 3 = a 2 + 3 y asi 
succsivamentc, rcsultando {1,3,6,10,...}. Parahallarcl tdrmino general a„ basta con reiterar la propiedad 
cn la forma 


a 2 = a i+2 
a 3 = 02 + 3 


si sumamos miembro a miembro las n igualdadcs sc tienc 

a „ = l + 2 + ... + »=l±il,, = ,I (» + D 
2 2 

que cs cl tdrmino general buscado. 

Mayor complicacidn presenta la busqueda del tdrmino general de la conocida sucesidn de Fibonacci 
deftnida por 

at = 1> o 2 = 1 y <n,. + i = a*_| + a k para k > 2, 
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siendoel conjuntode sus tdrminos {1,1,2,3,5,8,13,...}. El tdrmino general dc i 


'MM-Ml 


i sucesidn cs 


y una buena cslralcgia para cncontrarlo consiste en disefiar un proceso rccurrcntc cn forma matricial ulili- 
zando la leorfa de aulovalores. 


Limite de una sucesion 

Dada una sucesidn de numcros reales {a n }, diremos que su Ifmilc es el numero real L, o bicn que la 
sucesidn converge a L, si V£ > 0, 3n 0 € N lal que |a„ - L\ < £, Vn > no, cs deeir, lodos los tdrminos a„ 
con n > n 0 se siluan en el inicrvalo (L - £•, L + e). En forma simbdlica sc expresa como lim„ a„ = L. Las 
sucesiones que tienen por Kmile un numero real se llaman convergentes. En caso conlrario se dice que son 
divergentes. 


■ Ejeraplo 9.1 Demosuemos con la definicidn dada que la sucesidn de tdrmino general a„ = con¬ 
verge a 2. En efecto, dado Ve > 0 hemos de determinar un valor no € N lal que 


I 2n 

I n + 1 


2 <,, 


Vn > n 0 . 


Se (raia de cncontrar, para cada e dado, los valores de n que vcrifican la amcrior desigualdad. lo cual 
origina las equivalencias 


Si es E[\ - l] la pane eniera de \ - 1, lomando n 0 = F [| - l] + 1, con lo cual cs n 0 > * - 1 se 
licne que Vn > no es 


1 " ' |n + 1 | n + 1 no + 1 (f - 1) + 1 j 

Queda probado, por lanlo, que V£ > 0, 3n 0 = E[ 2 - l] + 1 tal que Vn > n 0 es |a„ - 2| < £, con lo 
cual la sucesidn {a n } = {jjjpj } liene por li'mile 2. 


Propiedades de las sucesiones convergentes 

Las sucesiones convergentes vcrifican las siguientes propiedades. 

1. El Kmile de una sucesidn convergcnlc {a„} dc numcros reales cs unico. 

2. Toda succsidn dc numeros reales {a„} mondtona crccicntc y acotada supcriormcnle es convergentc. 

3. Toda succsidn dc numcros reales {a„} mondtona dccrcciente y acotada inferiormente es convergentc. 

4. Toda succsidn de numcros reales {a„} convergentc cstd acotada. 

5. Algebra de limites: Si {a„} y {b„} son sucesiones convergentes talcs que lim„ a„ = L , y lim„ b n = 
L 2 , se tiene que 

a) lim n (Aa„ +/rb„) = ALi +/jL 2 (propiedadde linealidad). En virtudde esla propiedad las succsio- 
nes convergentes constituyen un subespacio vectorial dentro del cspacio vectorial de las sucesiones 
de numcros reales). 

b) lim n (a„6 n ) = L\L 2 (producto). 

c) lim„ (cociente, si es 6„ / 0, Vn y L 2 ^ 0). 
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6. Si {a n } es una succsidn convergcnlc con lim„ = L y 6 es un numcro real positive disiinlo dc I. sc 
vcrifican 

lim 6“" =b L y fimlog fc <i„ = log 6 L. 

7. Si {a,,} y {6„} son succsiones convcrgcnics sicndo lini„a n = L\ y lim„ 6„ = L 2 , con L i > 0, sc 
verifica quo lim„ a*" = L, . 

8. Comparacidn por mayoranic: Si {n,,} y {(>„} son succsiones convcrgcnics con lim„a n = L\ y 

lini„ 6„ = Li y laics quc cxisic un € N (al quc <i n < &n> > (1 o. cnlonccs sc verifica que 

L| < L 2 . 

9. Regia del sandwich: Si {<>„} y {b„} son succsiones convcrgcnics al mismo Ifmilc L y la succsidn {c„} 
cs (al que Vn > rio, siendo no € N, verifica las dcsigualdadcs a„ < c„ < b n , enlonccs la succsidn 
{c„} lambidn converge a L. 

■ Ejemplo 9.2 Si {a n } = { } cs lim„ a„ = 5 y para {6„} = { } lambidn cs lim n 6„ = 5, como 

{c„} = {} es (al quc 



(ambiiSn cs lim„ r n = 5. 

Propiedades de las sucesiones divergentes 

Las succsiones divcrgcnlcs vcrifican las siguicnics propiedades: \ 

1. La succsidn dc numcros rcalcs {a n } diverge a + oo si VM > 0, 3n 0 € N lal quc si cs n > no cnlonccs 
sc verihea quc a„ > M, cs deeir, cuando a pariir dc un lugar cada (iSrmino dc la succsidn supera a 
cualquicr numcro prefijado por grande quc isle sea. La succsidn {a„ } lal quc a„ = 3l ‘ n t 1 verifica quc 
lim„ a„ = +oo. 

2. An^logamcnlc sc dice quc la succsidn {a,,} diverge a -oo si VM > 0, 3n 0 € N lal quc si cs n > n 0 
sc verifica quc n„ < -A/. Por ejemplo la succsidn { — 3n r p *~ 1 } diverge a - oo. 

3. Scan las succsiones {a„} y {6„} dc numcros rcalcs. sc (icnc quc 

a) Si lim„ a„ = +oo y lim„ 6„ = +oo, cnlonccs lim n (a„ + 6„) = +oo, lo cual sc expresa simbdli- 
camcnlc cn la forma (+oo) + ( + oo) = +oo. 

b) Si lim n a n = -oo y lim„ b n = -oo, (ambiiSn cs lim n (a n + 6„) = -oo, lo cual sc represenia 
como (-oo) + (-oo) = -oo. 

c) Si Si lim„ a n = ±oo y {6„} csld acolada, cnlonccs la succsidn suma verifica quc lim„(a„ + 6„) = 
±oo, cn forma rcspccliva. 

d) Si {a n } esUi acolada y lim„ b n = ± oo, cnlonccs cs lim„ = 0. 

e) Algunas rclacioncs simbdlicas quc pcrmilcn expresar cl carficlcr dc una succsidn oblenida dc olras 
mediame opcracioncs clcmcnialcs son: 


(1) 

( + 00) + (+00) = +00 

(6) 

(-oo)( 

-oo) = +00 

(2) 

(-00) + (-00) = -00 

(7) 

(+oc)( 

-oo) = -00 

(3) 

a + (+oo) = +oo 

(8) 

a( 

-oo) = -oo, si a > 0 

(4) 

a + (-oo) = -oo 

(9) 

«( 

-oo) = +oo, si a < 0 

(5) 

(+oo)(+oo) = +00 

(10) 


±oo ° 


dondc la expresidn ( + oo) + ( + oo) = +oo debe cnlcndcrsc como la propiedad quc afirnia quc 
la suma dc dos succsiones divcrgcnlcs a +oo cs una succsidn quc diverge a +oo y cl simbolismo 
(-oo)(-oo) = +oo expresa cl hccho dc que al mulliplicar dos succsiones divcrgcnlcs a -oo se 
oblicnc oira divcrgcnlc a +oo. 
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Limltes Indetermlnados 

A1 opcrar con succsiones podemos cncontrar tambiin expresiones formates que no proporcionan direc- 
lamente cl caricter de la sucesidn resultantc. Las mis frecuenles son las simbolizadas cn la forma 

[00 - oo|. [0-oo|, [2], g], [0°|, [oo°|, [1“|. 

Resolver la indetcrminacidn signifies hacer un cstudio especial del Kmite de la succsidn resultantc dc la 
operacidn, ya que traslada nd o la opcr acidn al Kmite no se obticnc cl valor de l mismo . Dc cstc mod o cuand o 
se escribe lim„(\/n 2 + n-y/n 2 + 1) intervie nen las succsion es {ei„} = {y/n 2 + n} y {6,,} = { y/n 2 + 1} 
y ambas son divergentes al scr lim„ y/n 2 + n = +oo y lim n y/n 2 + 1 = -foe. Dc la succsidn difercncia 




no tenemos informacidn cn cuanto a su Kmite como consecuencia del carictcr dc las sucesioncs {a„} y 
{6 n } y hemosde estudiarla direclamentc. Estamos ante una indeterminacidndel tipo (oo - oo|. En cstc caso 
basta un sencillo proccso dc producto y cocicntc dc la forma 

r~o ~.— nr—, (v^+TT - y/^TT) + y/^TT) = - (x/^TT) 2 

V U '* V U y/n 2 + n + y/n 2 + 1 y/n 2 + n + y/n 2 + 1 


si ahora tomamos Kmitcs para n - 


En deftnitiva, el Kmite sc presenta cn la forma indeterminada (oc 
succsidn es convcrgcntc. 


Se define como cl Kmite dc la sucesidn mondlona crccicnlc y acotada {«„} = {(I * ^)"}■ Es ur 
numcro irracional comprcndido entre 2 y 3 del cual sc pueden rccordar con facilidad sus quince primera 
cifras dccimalcs, siendo 

e = 2,7 1828 18284590 45... 

Estc numero cs la base dc los llamados logaritmos naturalcs o neperianos originando la funcidn logarit 
mica de csta base. f(x) = In x, cuya funcidn inversa cs g(x) = cxp(x) = c x que se involucra cn multiple: 
proccsos del cilculo cn una variable real, viiu.se la Scccidn 2.5. 

Existcn muchas succsiones cuyo Kmite sc calcula ulilizando cl mimero <, cnlre otras csidn las siguien 
tes: 

I. Lasuccsidn {a„} = {(1 + £)" +n }, siendoo un numcro real, cs tal que 
lima,, = lint |^1 + ^ j 


■ Ejemplo 9.3 Con n = tr se ticnc que 


> I)"" 




2. Lasucesidn {b„} = {(1 + ^) n }, cn la cual *: es un ntJmero naiural. verilica quc 

Iim6„ = lim ^ | j = 

■* (>♦*)* = -.(>+*)* _i " 

■ EJempio 9.4 Con k = 3 rcsulta 

".™( l + ;rb) =r 

3. La succsidn {6,,} = |(1 + J-)°" } lal quc {«„} cs unasuccsidn quc diverge a ±oo verilica quc 

lim 6,, = c. 


■ Ejtmplo 9.5 Con a n = 3m j sc licnc quc 

li n m ( , + i) =c - 

4. Los llmilcs indclcrminados dc la forma [1°°] provcnicnlcs dc succsioncs del lipo {»*"}, siendo 
lim„ a n = 1 y lim n b„ = ±oo, sc rcsuclvcn considcrando la succsidn {c„} lal quc <i n = 1 + r„, 
con lim n r n = 0, rcsullando 

lima*” =lim(l + e n ) b " = lim [(1 + c„)^] C " k " = [lim(l + Cn )^i7|" ra " (c ’• l ’" , = e lin..,(a„-i)6,. 

■ E^emplo 9.6 Una indctcrminacidn rcsuclia por csic proccdimicnio cs 



El uso dircclo dc la fdrmula anterior cs mds edmodo quc transformar la succsidn hasta conoccr 
su llmitc mediante alguna dc las cxprcsioncs del numcro e. Porn cl cjcmplo anterior cstc proccso sc 
concrcta cn la forma siguiente 



quc cvidcnlcmcntc cs mds laborioso quc cl anterior. 



0+1 [i + O" 1 “ 0 ,!i ]< ! t !U 0I !l) + 1 




Epanb jopsuiuiousp X jopejsuinu us u U| anus Bjoys opusipiAip 


(^r-) u l + 11 u l , 


(I -u)u|(l -ii)g-«ui»ig “ = z (l-u)U|(l-»)- z uu[u u 
uuiz •' z uu| 


z uu|+ • + J.SUI + J.IUI ' 

siiuiji |sp 0|ns|?s |e z|Ois sp ousius |s opuBsydv 8'6 0|dro»f3 g 

• 5 = 1±jZ* uT,, = --_L±s!2-uT,, 

I (I - U Z) + • • • + S + E + l ' 

ouios u^iquiE) E)|nssj op;psd s)iuii| |s e||s uos snb eX ‘q- n' I oqsnssj EUis|qoig ssb^a 
‘j,»< = (i - uz) + • • • + S + E + I P«P|Rn8i B| jEpjossi snb jsusi opsins sq sou opBs;|dB ousius |g 

•5 = uj U ., = + + ^ = 

l x - U Z I - U Z 

_ ll + t(l - u )g| - I + z u Z _ “ = 

|(E - « z) + ■ ■ • + s + c + i] - Id - «z) + (c - «z) + ■ ■ ■ + s + C + ll 

u?,, = 2 u?,, = --- t + ^-uii| 

- D - ® ' u ° ' (I - U Z) + • • • + S + E + I 

ss snb susn ss z|Oig sp ousius |s unSss opusipssojd 

‘7--»l 
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9.2. CONCEPTO DE SERIE Y CONVERGENCIA _ 

Dada la succsibn dc numeros realcs {«„} sc llama serie dc Idrmino general a„ al par de succsiones 
({„„}, {.<„}), siendo {s„} la sucesidn definida por s„ = £/t=i°*< Hamada succsidn dc sumas parcialcs 
dc la serie. 

Siguicndo la notacidn cldsica, rcprcscntarcmos la serie dc tdrmino general a n cn la forma 

£-■ 

Esla expresidn fomial lomada cn scnlido csiriclo nos invila a calcular la suma dc los inlinilos idrminos 
dc una succsidn, larca imposiblc si tenemos que considcrarlos lodos para luego obtener la suma. Un proceso 
de h'milc salva la situacidn y nos dird si dicha suma cs finiia o infinita, o incluso si no existc. 

■ Ejemplo 9.9 La succsidn («„) = { } permilc definir la serie ■ 

La succsidn {s„} de sumas parcialcs de la serie liene como idrmino general 



Series convergentes 

La serie a n cs convergent cuando converge la succsidn {«„} dc sus sumas parcialcs, lo cual 
equivalc a decir que ticnc h'milc y ademds cs lim„ s n = s € R. 

Cuando cslo ocuitc sc dice que la succsidn {a„} cs sumablc siendo s su suma, y se escribe a n = 
s. Con un lenguaje mds imprcciso y dirccio, se dice que cn csic caso la serie cs sumablc y su suma vale s. 

Cuando no cxislc cl h'milc anterior o bicn sea infinito, diremos que la serie cs divcrgcntc. Si cl h'milc 
cs infinito diremos que dslc cs cl valor dc la suma dc la serie y cscribircmos °n = ±oo. 

■ Ejemplo 9.10 La serie considcrada cn cl Ejemplo 9.9 cs tal que la corTcspondicntc succsidn 

dc sumas parcialcs liene por idrmino general s„ = 3 - y por lanlo cs lim n s„ = 3. Dc eslc modo la 
serie dada cs convcrgcntc y su suma liene cstc valor, cs decir, 

■ Ejemplo 9.11 Para la serie ( 3, ‘ + • )> su sucesidn dc sumas parcialcs cs de Idrmino general 



sin mds que sumar los n primeros Idrminos de una progresidn arilmdlica, y ademds cs lim„ s„ = +oo, con 
lo cual la serie dada cs divcrgcntc con suma inlinita y cscribircmos 

5^(3ii + 1 ) = +oo. 
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■ Ejemplo 9.12 Si ahora considcramos la serie —l)" + 1 e y formamos su succsibn dc sumas par- 

ciales, resulia 


si = ai = e, 
s 2 = oi + o 2 


e = 0, 


*3 


ai + a 2 + a 3 = e, 


es decir. 





Con lo cual la sucesibn {s„} no ticne limitc y la scric dada es divcrgcntc. Muehos autores clbsicos nomhra- 
ban como oscilantc el carbcter dc estas series para distinguirlo del tipo divcrgcntc propio de las series con 
suma infinila. 


Decidir el carrier dc una scric a partir de la sucesibn de sumas parcialcs no sicmpre es sencillo y cn 
muehos casos conoccrcmos la convcrgcncia de una serie sin podcr obtencr su suma. 

Necesitamos estableccr condicioncs que nos facilitcn cl anblisis dc la convcrgcncia dc las scries de 
numeros reales. 

■ Proposicibn (Condicibn necesaria de convcrgcncia) Si la serie a n es convergent. enionces es 
lima„ = 0. 


Esta propiedad nos dice que es condicibn necesaria para la convcrgcncia dc una serie que su tbrmino 
general (enga por limitc cero. 

La serie ^ del Ejemplo 9.10 es convcrgcntc y lim„ ^ = 0, lal como alirma la propiedad. 

Una lectura muy intcresada de la propiedad anterior asegura que si cl tbrmino general de una serie no 
tiene limite cero, cntonces la serie es divcrgcntc. En cslc scnlido, la serie es divcrgcntc ya que 

lim " 3^+1 = 5 ^ °- 

La proposicibn reciproca dc la anterior no es vblida, vbase Problema resuelto 9. IS. En consccuencia, 
dada la serie a„, si lima„ ^ 0, la serie diverge. Si es lima„ = 0 y la succsibn de sumas parcialcs 

no aporta la informacibn adccuada. conlinua la incertidumbre sobre cl carbclcr de la serie y serian prccisos 
otros recursos. Uno muy dcseablc es cl dc tener alguna condicibn necesaria y suliciente para la convcrgcncia 
dc una serie como se muestra cn la siguiente proposicibn. 

■ Proposicibn (Condicibn de Cauchy) La serie a " converge si - >’ sol ° '<• P“ ra cualquier £ > 0, 
exisle un numero natural n 0 de forma que 

Vn e N con n > no V Vfc G N se verifica que |a„+i + a t ,+2 + < £■ 

Es decir, que a partir de un lugar el valor absoluto de la suma de tbrminos comprendidos entre dos 
lugares es menor que un £ preftjado. 


9.3. Propiedades de las series _ 

Las series representan formalmcnlc sumas con infinitos sumandos, por lo que sus propiedades no lienen 
por qub coincidir con la suma ordinaria de numeros reales en la que sc opera con un numero finilo de 
sumandos. 

■ Primera propiedad de linealldad Si V b -. stm series convergenies con sumas respec 

livas s y s ’, enionces la serie (^“n + l ll >n ) es lambien convergente con suma As + ps '. cualesquiera 

que sean los numeros reales A y /i. 
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Esla propicdad permit alirmar quc el conjunlo dc las scries convcrgcnlcs de numcros rcales es un 
cspacio veclorial y el opcrador que asocia a cada seric convcrgcnlc su suma cs lineal. 

■ Ejcmplo 9.13 La scrie E,t* 5t 7 3 " 2 ~ cs unacombinacidn lineal dc las scries En* = E,t* W V 
6„ = En *(?)". quc son convcrgcnlcs pues sus succsioncs dc sumas parcialcs {s„} y {s'} son 



con lo cual es s = lim„ s„ = E,!* yrr = 5 > y 



siendos* = lim„ s* = El™ (y)" = §• 

En consccucncia la scric dada cs convcrgcnlc y su suma cs 



Consccucncia inmcdiala de la anterior cs la siguicnlc propicdad. 

■ Segunda propiedad de linealidad Si En* “n es una serie divergente y En* bn es convergente, 
emonces VA € R, A ^ 0 y V/i € R se verifica que la serie En * (Aa n + l‘b n ) es divergente. 

■ Ejemplo 9.14 La scric En *1 2 5 'at 5 2 " cs divergente pucs cs combinacidn lineal dc la serie divergente 
En* (§)"’ con cocficicntc 2 ^ 0, y dc la scric convergent En* (g)"- 


Convicnc rcsaltar quc la combinacidn lineal dc series divcrgcnlcs no siempre cs una serie divergente 
como pone dc manificslo cl siguicnlc cjcmplo. 

■ Ejemplo 9.15 Las series En* „ y En* 5777 son ambas divcrgcnlcs, vdasc cl Problema resuello 9.18. 
y. sin embargo, la scric 


cs convcrgcnlc, pucs al considcrar la succsidn dc sus sumas parcialcs {s n } cs 


s„ = a 1 + a 2 + ■ ■ • + a„ 



y par lanlo cs 

lim.s„ = 1 

Adcmds idngasc cn cucnla quc al scr £ - 



sc oblicnc la igualdad equivalent 


■ Propiedad asociativa Si la serie En *1 a n es convergente o divergente con suma infinita, es decir, 
En = i a n = » € Ru {-00, +00} , se verifica que la serie En* b„ obtenida a! agrupar los tinninos de la 
serie En *1 a " mediante partnlesis, tiene la misma suma. 
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Sin embargo, la supresibn de parbntcsis en una scrie convergent puedc originar otra divergent. Asf 
por cjemplo, la serie 


- h) = (1 - 1) + (2 - 2) + (3 - 3) + • ■ ■ + (n - n) + ... 


liene como suma cero y por tanto converge, mientras que la obtenida al suprimir cl parbntcsis 
1 — 1+2 — 2 + 3- 3 + -- - + n — n + ... 
ya no es convergent, pucs su sucesibn dc sumas parcialcs {s n } cs lal que 
si = 1, s 2 = 0, s 3 = 2, Sj = 0, 


y no converge. 

En consecuencia las series no lienen la propiedad disociativa. 

■ Propiedad conmutativa o reordenacibn de series Doda la serie a„ se dice que la serie £ b„ 
es una reordenacidn de la anterior si existe una aplicacidn biyecliva f : N -> N, de forma que es b n = 
a /(n) para cada n g N. 


As( por cjemplo, considerando la serie 




+ 2 + -2 + 3 + -3 + .. 


6 n = - + 
2 


es una reordenacibn de la anterior. Las series lienen los mismos tbrminos pero en orden distinto. 

Se dice que una serie verifica la propiedad conmutativa si todas sus rcordcnacioncs ticne cl mismo 
carbcter que la propia serie. 

La serie “n cs incondicionalmente convergent si cada reordenacibn suya cs una serie conver- 

gente y adembs todas las reordcnacioncs ticnen la misma suma. Si una serie convergent no cs incondicio- 
nalmentc convergent, se dice que cs condicionalmcntc convergente. 


9.4. Series de t^rminos no negativos 


Se dice que la serie °n cs de tbrminos no negativos si es a n > 0, Vn g N. 

Si una serie es de tbrminos no negativos, su succsibn de sumas parcialcs {.s n ( cs monbtona creciente 
pucss„ = s n _i +a n > s n _i, al sera,, > 0. Porello, teniendoen cucnta las propiedadesde las succsiones 
de numcros reales, se liene el siguiente rcsultado. 

■ Proposicibn (Convergencia de series de tbrminos no negativos) La serie de terminus no negativos 
a n es convergente si y sdlo si, la sucesidn de sumas parciales {.s„} estd acolada superiormenle. 

Adcmbs la divergencia dc una serie dc tbrminos no negativos sc da solamcntc con suma inlinita. 

El carbcter de muchas scries dc tbrminos no negativos puede dcducirsc a partir del conocimicnto pre- 
vio de la convergencia o divergencia de olras series, mediante la utilizacibn dc los llamados criterios dc 
comparacibn. 
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Crlterlos de comparaclbn 

■ Primer criterio de comparacidn: comparacidn por mayorante Si "«• >’ b » s,m series 

de terminos no negatives y existe iin minim) k 6 N tal que Vn > k es a„ < 6„, podemos asegurar que 

1. Si Yln = i b ’> converge. enlonces o„ converge. 

2. Si 53*^, <i„ diverge, enlom es b » diverge. 

Hste criterio nos pcmiitc dccidir cl canSeter dc una scric cuando sc conncc cl dc olra y sc da la adccuada 
mayoracirin o bicn minoracirin dc tdmiinos a panir dc un lugar. HI criterio no apona la sunta dc la scric, 
asunto no siempre scncillo. 

■ Cjemplo 9.16 Hcmos visto cn cl Hjcmplo 9.9 que la scric £ cs convergent. Si considcrantos 

ahora la scric , sc verifica que 



y por I. sc licnc que la scric j^ifT converge. 

■ Ejemplo 9.17 Del hccho de scr divcrgcnlc la scric n sc S ‘8 UC * a divergcncia dc cn 

virtud dc 2. pucslo que > £,Vn > 1. 

■ Segundo criterio de comparacidn: comparaddn en el Ifmite Dados las series d„ con a„ > 0 

v b ’> con b " > 11 ■ se verifica cada ana de las afirmaciones: 

1. Si “ b n converge y exisle un numeni natural n 0 tal que jf- < k para un cierto k > 0 y Vn > n u , 
enlonces £*2'', n n converge. 

2. Si t>„ diverge y existe un numero natural n 0 tal que > k para un cierto k > 0 y Vn > n 0 , 

enlonces *1 n » diverge. 

Como consccucncia dc lo anterior sc licnc la forma opcraliva del criterio que afirnta: 

Siendo lint,, = L, podemos asegurar la verificacidn de los siguienles resultados: 

J. Si es L / 0 (aliora es L > 0 pues a n > 0 y b n > 0). enlonces las series “n y * b » licnen 

el inismo earthier. 

4. Para L = 0 podemos afirmar 

a) Si h n converge, enlonces a„ converge y 

b) Si a„ diverge, enlonces b, < diverge. 

5. Cuando L t-oc. se liene en forma andloga 

3) Si b„ diverge, enlonces a„ diverge, y 

b) Si a„ converge, enlonces b n converge. 
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■ Ejemplo 9.19 La divergcncia de la scrie 522“ probada cn cl Ejemplo 9.17, y cl segundo crilerio 

de comparaci6n garaniizan la divergenciadc 522“ Y a que 

lim ^"+» = | im _^_ = 1. 

" 7^ » V*+ VnTl 2 

■ Ejempto 9.20 En forma andloga de la divergcncia de la seric 522“ 2 se siguc la divergcncia de 


■ Ejemplo 9.21 De la convcgcncia dc la seric 522“ n j fi ‘ +1) , uiilizandocl segundo crilerio de compara- 
ci6n, Apartado 3, sc siguc la convergencia dc la serie 522“ £ Y a 9 UC cs 


■ Ejemplo 9.22 Lascric522“ a„ = 522“ Jrcsconvcrgcnie.alscrio la scrie 522“i b„ = 522“i n (n +1 

y verificarse que es 


en virtud del Apanado 4.a del segundo crilerio dc comparaci6n. 

■ Ejemplo 9.23 De la divergcncia de la seric £2* “n = 522“i 2 ** deduce la divergcncia de la serie 
£2“ dado t > ue cs 


y icniendo cn cuenia el Apanado 4.b del segundo crilerio dc comparacirin. 

Observaclones sobre el segundo crlterlo de comparaclbn 

Cuando es lim„ = L = 0 y la scrie 522“ b„ es divergenle no sc deduce el car deter de la serie 
5222 °i °n que puede scr convcrgcnie o divergenle. 

■ Ejemplo 9.24 Sea la scrie 522“i &n = £2“ 7^ la cual conocemos ya que es divergenle. 

Si consideramos la scrie £2“ a„ = £2“ £ “ vcriflca 9 UC 


y por olra parte sabemos que la seric £22*i “» - £„“i S 7 converge. 

Si ahora consideramos la scrie 522“ = £22°, 2 lambi * n se verilica que 


y la scrie 522“ = £2“ 2 diver 8 e - 
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Si es lim„ = L = Oy «-> es convergenie no sc decide el carrier de la serie 52n^i b » 

pudiendo ser dsta convergenie o divergenie. 

■ Ejemplo 9.25 La seric a„ = £+|| es convergenie, como sabcmos, y la serie 6„ = 

i que es divergenie verifican 

lim = lim l} = lim ————r = 0. 
n O n n - n 

Si ahora consideramos la serie a n = jr, que es convergenie pues aplicando la definicidn 

de suma dsla vale 5, y la serie b n = q ue lanibidn es convergenie con suma 1, verifican 

que 



Cuando es lim n ^ = L = +00 y la serie b n converge, no se decide el carrier de la serie 

E:r,a„. 

■ Ejemplo 9.26 Las series b n = 377 y « n = 52n=i ^ son convergenies y verifican 

lim ^ = lim = lim = + 00 . 

Si consideramos ahora las series b n = n ( ra Vty ■ q ue es convergenie, y a„ = 

52„ f°, £, la cual diverge y tambidn cumplen que 

lim ^ = lim —y— = lim(n + 1 ) = + 00 . 

Sicndolim,, ^ = L = +00 y la serie a n divergenie, nose pucdeasegurar el cardcierde la serie 

bn- 

■ Ejemplo 9.27 La serie «n = 7 ^ diverge y la serie 6 n = >|(n ' +|) converge 

y verifican que 

.. 0,1 .. 7T, n(n + 1 ) 

lim — = lim —— = lim _ = +oc. 

" b " " ^TTT " ^ 

Si ahora consideramos la misma serie divergenie 5^*“ a„ = 52n^i 7 ^ y la serie bu = 

51 dsia es divergenie y lambidn verifican que 

lim ^ = lim ^ = lim ~^= = + 00 . 

" 6 » -> i " vAi 

Dos modelos de series para comparar 

Series geometrlcas 

Las series gcoindlricas son de la forma 



dondc ayr son numeros reales lijos. HI numcro r se llama razdn de la serie. 
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Uncjemplode serie gcomltricacs la dada por 3^-r, cuya razdn ei r = 

Este lipo de attics at analizan con gran comodidad y su convergencia se cstablcce median te la liguienie 
proposition. 

■ Proposition (Convergencia de serlea geometrical) Dado el numero real a / 0, la serie geomdtrica 

ar " " 1 « convergenle si. y solamenle si. es |r| < 1. 

Ademds. cuando la serie converge liene por suma s = ^. 

■ ^Jemplo 9.28 La serie j^-r es convergenle ya quc es gcomOtrica y su razOn es tal que 

|r| = |£| < 1; por lanlo liene suma i = = 10. 

■ ^Jemplo 9.29 La serie £ 4 • 3" 1 es tambidn geomOtrica de razOn r = 3 y al ser |r| > 1 la serie 

diverge y en este caso liene suma * = +oc. 

■ Ejemplo 9J0 La serie ^*(-l) n+1 2 = 2 - 2 + 2 - 2 > ■ ■ + (- l) n+1 2 + ... cs geomOtrica de 
razOn r = -1 y cs divergente de lipo oscilante ya que la sucesiOn de sumas parciales (j„) es 



si n impar, 
si n par, 


y carecc de Ifmilc al presenter dos punlos de acumulacidn difercntes. 

■ Ejemplo 9JI La serie 2 es gcomOlrica de razOn r = 1 y cs divergente de suma f to ya que la 

sucesiOn de sus sumas parciales {«„} esli dada por a„ =2-1-2+ . (n . f2 - 2rt y por lanlo lim„ .s„ t-To. 

Series armOnlcaa 

La serie ^ cn * a 4 ue P e * una consume real y P > 0, se llama serie armOmca. 

Rcspeclo al caricter de este lipo de series podemos decir: 

■ Proposition (Convergencia de scries armOnlcaa) 

1. Sip = l la serie es £ la cual ya sabemos que es divergente (es la armbnica ildsua). 

2. Si p< 1 la serie £ tambiin diverge como consecuencia del primer criteria de comparacuin al 



J. Si p > 1 la serie ^ « convergenle (vtase ei Pmblemu rnuello V 20). 

■ Ejemplo 9J2 La serie 77. diverge pues cs del upo ^ £ con p j 

■ Ejemplo 9J3 I * serie Y.nZ converge pues es del tip.. V,; £ con p 3 

Crlterlo Integral 

Kite criterio rclaciona las intcgralcs impropius de primera especie. que homos esiudiado on la See 
ciOn 8.1, con las series numOricas de modo que la convergencia o divergence de una serie puedc dcducirsc 
de la convergencia o divergence de la conespondiente integral impropia y vicevcrsa 

■ Criterio Integral Dada la serie de id minus positivos 12^'i “n .v tta la funs ion realposiliva f defmidu 
en el inlervalo |1; +oo), que es deemiente y tal que a„ /(n), Vn N £n eslas conJii nines In tene 

“n y la integral f(r)<U tienen el misnu> cardcter 
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La relacibn cxistcnlc cnirc la scric numbrica y la inlcgral impropia queda paicnie al obscrvar la Figu- 
ra 9.1.dondc la funcibn / sc cligc de forma quc coincida en cada n € N con el valor dea^dc este modo 
cl brca quc la funcibn / dcja por dcbajo dc su grbfica cs mayor quc la suma £ n=2 a n , pero mcnor que la 




Figure 9.1 Interprelacibn geomblrica del criterio integral. 


■ Ejemplo 9.34 Para dccidir cl carbclcr dc la scrie ih' una cstrategia consistc en considerar la 

funcibn / : [1; +oo) -* R, dcfinida por f(x) = y como 


f -4 dx = lim f \dx - lim [—-] = 1 - lim - = 1, 

J | X 2 6-M-oo J j X 2 &-*+o© [ X J J 6-f+oc 6 


la integral / 1 +OD -pdx converge y por tanto tambibn converge la scrie ^7. 

■ Ejemplo 9.35 Una forma dc probar la divcrgencia dc la scric n- x *' enc niediantc la funcibn 

J(x) = j ya quc la integral f+°° j dx cs divergente en virtud de la definicibn al ser 

J | -d.z = b lim -dx = ^ lim [Inx]* = ^ lim In6-lnl=^lim lnb=+oc. 


■ Ejemplo 9.36 El csludio de las scries armbnicas sc reduce al analisis de la convcrgencia de 

las intcgralcs impropias J* 00 dx. Basta aplicar la dcfinicibn y se concluye que la integral /, x jfdx 
converge si es p > 1 y diverge para p < 1, por lo quc la scrie 53*^°, converge igualmente si p > 1 y 
diverge si p < 1. 


Criterios clasicos de convergencia para series de terminos no negativos 

Dada la serie «n dc Ibnninos no negativos siempre se puede determinar su carbclcr mediante el 
dc otra scric adccuada utilizando los criterios de comparacibn. 

Sin embargo, no cs fbcil. en muchos cases, concrctar esa scric convenient dc comparacibn cuyo ca¬ 
rbclcr dccida cl dc la scric en cstudio. 

Analizando los criterios dc comparacibn y teniendo cn cucnta algunos modclos como las scries geomc- 
Iricas y armbnicas surgicron los llamados criterios clbsicos de convcrgencia que dccidcn de modo directo y 
con comodidad cl carbclcr dc un gran numero de scries. 

Entrc estos criterios, los mbs conocidos son cl dc Pringshcim. cl de la raiz, el del cociente y el de Raabe. 

Considcrando como scric modclo la scrie armbnica jry como consecuencia del segundo crile- 

rio dc comparacibn se oblienc cl siguiente criterio: 
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■ Criterio de Pringshelm Si <J„ « "no sent de ttrminos no negalivos y siendo L = lim n ^ = 

lim n (a T) n p )jtefiene 

1. si es p > 1 v L € R + , entonces a » converge. 

2. si es p < 1 y L € R + - {0}, o bien es L = +oo, entonces a„ diverge. 

■ E^emplo 9.37 Daila la serie 3n i" +| como es u„ = 3n ii" + , , mulliplicando por ft 1 se licnc quc 



y al ser p < 1, la scric diverge. 

■ Ejemplo 9.38 La serie es lal que 



y como es p = 2, la serie converge. 

■ Ejemplo 9.39 La serie In ^±1 cs divergeme ya que 

lim(a„ n) - lim n In M — * = lim n In ^ 1 + - ^ 

= lim |ln ^1 + | = In |hm ^1 + ^ J = Ine = 1 

y como es p = 1 la serie diverge. 

■ Criterio de la ralz o de Cauchy Sea a„ una serie de itrminos no negalivos. En relacidn a ella 
se establecen las siguientes afirmaciones: 

1. Si exisle un n 0 6 N lal que Vn > n 0 « >/a^ < k, donde k es un numero real con k < 1, entonces 

°n converge, 

2. Si exisle un no € N talque Vn > n 0 es t/a^ > 1, entonces a n diverge. 

Forma priciica del criterio: 

Considerando L = lim n se liene 

(a) sies L < 1, entonces a„ converge, 

(b) sies L > 1, entonces a„ diverge, 

(c) si es L = 1, el criterio no decide. 

■ Ejemplo 9.40 Aplicando el criterio de la rafz a la serie (^ " se vcrifica quc 

lim ^ = lim y[( !L ^) ] =li „ rn (^) =l 'n m ( 1 + 9 =e>1 


y por tanto la serie diverge. 
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■ Ejemplo 9.41 La scric ( 5 ^) cs tal quc 


lim = lim ^(^ 4 ) = M B m - \ < 


y por tanto la sene es convcrgente. 

■ Criterio del cociente o de D’Alembert Dada la sene de tirminos posiiivos > podemos afir- 

1. Si existe tin n 0 e N lal que Vn > 7i 0 es ^ < k con k < 1, entonces o„ converge, 

2. Si es ^- LL > 1, V;i > ti 0 , entonces a " diverge. 

Forma prdclica del criicrio: 


Siendo L = lim„ a ' a 11 se liene 

(a) para L < l, la serie a„ converge, 

(b) para L> 1 ,la serie Q n diverge. 

(c) para L = 1, el criterio no decide. 


■ Ejemplo 9.42 Dada la scric $ > aplicando el criterio del cocicntc en su forma de llmile se liene , 

.. a n+1 .. n»(n + 1)1 , »"(n + 1) 

ll . m 77 = "" m ~~$r = (n + l) n + l n! = "n m („ + l)»(n + l) 

/ n \" 1 1 1 , 

= lim ( -- ] = - , n = --iTn = - < 1 

" \ 71 + 1 / lim n l,m n( 1 +n) e 


y por tanto la serie converge. 

■ Ejemplo 9.43 Consccucncia del ejemplo anterior cs quc lim„ 7 = 0, en virtud de la condicidn nece- 
saria de convcrgcncia quc dice "si “n converge entonces lim n o„ = 0 

Hcmos obtenido cl valor del Ifmitc de modo indirecto y en forma inmediata. El cdlculo del mismo por 
los proccdimicntos usualcs cs baslantc laborioso. 

El hccho de ser lim„ 7 = 0 pone de manifesto lo quc ya sabemos, que n" crecc mis rdpidamente 
quc 71! para valorcs dc n suficicntcmcntc grandcs lo cual se suelc expresaren la forma n! = o(n") cuando 
n -> + 00 , lo cual sc Icc dicicndo quc 11 ! cs “o pequena” dc 71 " cn la notacidn dc Landau, vdasc la Seccidn 
5.1. 

■ Ejemplo 9.44 Al aplicar cl criicrio del cocicntc a la serie 77 “i sc ticnc quc 

.. Un+l .. ir+5 .. (» + l) 2 .. 71 2 +271+1 

lim- = lim —= lim - — = lim-=— - = 1 

"On " 7i(n + 2) n n 2 + 2n 

y cl criicrio no nos informa del cardclcr dc la scric. El car£ctcr dc la misma sc ticnc del hccho dc scr 
lim„ a„ = lim,, = 1^0 con lo cual la scric cs divcrgcnlc. 

El criicrio del cocicntc lampoco cs cficaz para las series armdnicas 77! nr' y a •I 06 para cllas cs 
lim n 2 7 ± = 1. 
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■ Criterio de Raabe Considerando la serie de tinninos posilivos 52n22i a„ se liene 
I. Si exisle un no G N lal que Vn > n 0 se verifica que 


"l 1 -~) ^ k conk> 1, 

2. Si esn^l - < 1 Vn > n 0 . ententes 

Forma prdciica del criterio: 


enlonces ^ a„ es convergente 
es divergente 


Siendo L — lim„ [ n (l - )] se verifican 

(a) si es L > 1, enlonces £*2°, a„ converge, 
lb) si es L < 1, enlonces a n diverge, 

(c) si es L = 1. el criterio no decide. 


Esle criterio es rccomcndablc cn los casos en que el criterio del cocientc no decide el cardcier 


la 


■ Ejemplo 9.45 Vamos a cstudiar la convcrgcncia de la sc 
Si aplicamos el criterio del cocientc, se ticnc que 




o nos in forma sobre cl cardcter de la sc 


c. Si calculamos el limitc del producto de Raabe, sc liene que es 

'r [" (‘ - x 1 )] - 'r [’■ (' - Sri)] = - 'rsra * 5 •= 

on lo cual la serie dada es divergente. 


9.5. Series de tErminos cualesquiera 


El cardcicr de muchas scries que licnen lodos sus terminus negalivos o una parte de ellos se decide 
manejando los critcrios conocidos de las scries de tdrminos no negalivos. 

De esle mododada la serie 52n™ a„ cn la cual es a„ < 0, Vn e N, sc considera la serie (-«>.), 
la cual es ya de tdrminos no negalivos y sc puede cstudiar con los critcrios anteriorcs. 

Si la serie ticne un numero finite de Idrminos positivos y los restantes negalivos, se suman los tlrminos 
posilivos y la serie sc presenta como una suma finila posiliva y una serie de tdrminos negalivos. El cardcler 
de csta ultima decide cl de la serie dada. 

Si la serie liene un numero finito de tdrminos negatives y los restantes no negalivos se halla la suma de 
los tdrminos negalivos y rcsulta una suma finila negativa y una serie de tlrminos no negatives cuyo cardcicr 
cs cl dc la serie original. 

En cl caso de que la serie 52n^i a„ lenga infinites terminus positivos e infinites (ermines negatives se 
puede expresar como suma dc dos scries 52nTi n rt y a n delinidas en la forma *i t * - a„ si a„ > 0 y 
a+ = 0 si a„ < 0. Andlogamcnte a" = a„ si a„ < 0 y a~ = 0 si «„ > 0. 

De esle modo sc liene que a„ = n+ + a" y si ambas series J2,\ 2, Y son convergcnles 

la serie 52nT\ a n lambidn lo cs y ademds si s, y s-t son las sumas respeclivas de XZ.T ^i 11 n Y 52!, e sc 
verifica que la suma s dc la serie 0,1 cs 4 = ®i + s t (combinacidn lineal de series convergcnles). 

Cuando una dc las series a n Y XZn°°i a n diverge y la olra converge entonces la serie 52! 2 )i u <> 
diverge. Si ambas divergen no sc garanliza a priori cl carScter de la serie J2*'=i P cro cn muchos casos 
cl problema sc resuelve mediante la convcrgcncia absolula. 
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■ Ejemplo 9.46 Dada la serie E^“ ~ 3 2 ^t en la t l uc todos sus t ^ rminos s° n negativos, sc considera la 

serie opuesla E„* 35^ la cual es una serie gcomdlrica convergent de suma = 6 Con ello 

la serie inicial — 3 2 .,‘_ 1 es tambidn convergent de suma —6. 

■ Ejemplo 9.47 La serie 1+2 +3+ 4 + 5 + liene cinco tfrminos posilivos de suma 15 

y los restantes son negativos dados por la serie 

- J 2 6 ■ 1 - i - 2 5 I " 2 s 2<’ 

con lo cual la serie dada es convergence y su suma vale 15 - 


■ Ejemplo 9.48 La serie -1 - 2- 3- 4 — 5 + El* 3jprrT Ciene cinco trminos negativos cuya suma 
vale -15 y los reslanlcs son lodos posilivos y consliluyen la serie gcom6irica Ell's 3 5^ *** 1326,1 1 y 
suma 


3 _ 
2 *' 


en consecuencia la serie -1-2-3 — 4-5 + El* 3 5rr=r es convergence y su suma vale -15+ ^. 


■ Ejemplo 9.49 La serie El* “n = 2 - 3 + 2± - 3j + 2^ - 3 jr + 2 5, - 3 j, + ... es suma de las 
series 

]Ta+=2 + 0 + 2i+0 + 2l+0 + 2p + ... 


E a " =0-3 + 0-3i+0-3l + 0- 3 l + 


La serie En* “it es convergence pucs su succsidn de sumas parciales es mondiona crecience y esci acoiada 
superiormence con lo cual podemos agrupar mediante pargniesis sus trminos en la forma 

, 2 + 0|+ ( 2 ^„) + ( 2 , 2 + 2 1 + ^ + ... + 2 _L + . . = _| t = | = 3 

y la serie fl R es lambidn convergent pucs la succsidn de sumas parciales es mondlona decree icnie y 
est4 acoiada inferiormente leniendo por suma 

con ello resulca que la suma de la serie es En* »n = En * a t + En *1 a n = 3 - 6 = -3. 
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Convergencia absolute y convergencia condicionai 

Se dice que la serie i a n es absolulamente convergenie cuando converge la serie |a„ |. 

■ Ejemplo 9.50 La serie ^P es absolutanicntc convergenie ya que la serie | | es con . 

vergenle. La convergencia dc esla ultima serie se confirma de forma inmcdiala ya que 



y como la serie £) n=1 es convergenie. pues se Iraia de una serie geomdlrica de razdn leniendo en 
cuenia el primer criierio dc comparacidn la serie | | es convergenie. 

■ Ejemplo 9.51 La serie 1 es absolulamcnlc convergenie ya que la serie 

es convergenie al tralarsc de una serie armdnica jL con p = 2 > 1. 

■ Ejemplo 9.52 La serie “ (-1 ) n +1 £ no es absolulamente convergenie. En efcclo, la serie 

es divergent. 

■ Ejemplo 9.53 La serie l) n+1 5 (§)" no es absolulamcnlc convergenie pues la serie de sus 

valores absolulos 5 (|)" es divcrgcnie ya que se Iraia de una serie geomdlrica de razdn r = | > 1. 

La convergencia absolula y la convergencia dc una serie sc rclacionan mediantc la siguienlc proposi- 

■ Proposition Si la serie “ a n es absolulamente convergenie. enlonces es convergenie. 

Una proposition reciproca no es vdlida. Usando esla proposition podemos garanlizar la convergencia 
de una serie cuando cxisla convergencia absolula de la misma. 

De esle modo las series ^pp y 1) ,,+1 jjj son convergenlcs ya que son absolulamcnlc 

convergent segun hemos comprobado en los cjcmplos ameriorcs. 

Se dice que la serie »n es condicionalmente convergenie cuando es convergenie pero no lo es 

absolulamente. 

Por ejemplo la serie es convergenie como veremos al Iraiar las series allernadas. 

e incluso m£s adelanle, al esludiar las series de polcncias enconiraremos su suma; sin embargo, no es 
absolulamente convergenie ya que la serie de sus valores absolulos ^ es divcrgcnie. 

En resumcn, de la convergencia absolula dc una serie sc siguc la convergencia, pero la convergencia dc 
una serie no garanliza la convergencia absolula. 

Otros rcsullados en relation con la convergencia absolula y condicionai dc las series son 

1. La serie a„ es incondicionalmenlc convergenie si, y solamente si, es absolulamente convergenie. 

2. La serie a„ es absolulamente convergenie si, y solamente si, las series £+rj o+ y ! H n 

son convergent. 
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variable 


3. Si la scric a n es condicionalmcnic convcrgenlc cnlonccs las scries a t y En^i a n 

divcrgcnics. 

■ Ejemplo 9.54 La scric £*f‘j(-l) n + l j cs condicionalmcnic convcrgenlc y las scries 



son ambas divcrgcnics. 

4. Si la scric a„ cs absolulamcntc convcrgenlc, cualquicr rcordcnacidn suya cs lambitn absolula- 
mcnlc convcrgenlc y ambas ticncn la misma suma. 

5. Si la scric a n cs condicionalmcnic convcrgcnte y sc considcra un mimero real r*. cnlonces enis¬ 
le una scric £*!!", b„, por rcordcnaci6n dc los tdrminos de la scric a„. dc lal forma que es 

6. Las series absolulamcntc convcrgcntcs vcrifican la propiedad conmuiativa mientras que las condicio- 
nalmcnic convcrgcntcs no la vcrifican. Es una consccucncia inmediaia dc 4 y 5. 

Series alternadas 

Enirc las series con infinitos tlrminos positivos e infinites tlrminos negalivos tienen una imponancia 
particular las llamadas series alternadas o altcmantcs dc signo. 

Una scric dc numcros rcalcs dc la forma 

^(-l)' , + 1 a ri obicn ^(-l) n a„ con a„ > 0 

sc dice que cs una serie allenuida. 

Las series 


4 9 16 v ’ i|2 

-2 + 4- 6 + 8-10 + -- - + (-l) n 2n + ... 

son cjcmplos dc series alternadas. 

El cardclcr de muchas series alternadas sc delermina con el crilerio dc Leibniz. 

■ Crilerio de Leibniz Sea la serie ahemada (- 1 )"<i„. Si se verified que la sucesidn {ci M } es 

mondlona decrecienie y liene por limile cero entonces la serie dada es convergenle. 

H Ejemplo 9.55 La serie (— 1)” sabemos que cs convergenle por ser ahsolutamentc convergenle. 
Olra forma de comprobar la convcrgcncia se liene al aplicar el crilerio anterior. En efeclo. como es 



la serie allernada (- 1)" 4, cs convergenle. 
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■ Ejemplo 9.56 La serie (-1)"^ no es absolutaniente convcrgcnic pues n diverge Y P or 

lanio esia consideraci6n no nos infonna sobre cl cardcicr dc la serie. Sin embargo, aplicando cl criierio dc 
Leibniz la serie dada es convergeme ya quc 

a n +i = n + t ^ = a„ y lim i = 0. 

Por tan to, cuando no se da la eonvergcncia absoluta en una serie altcrnada hemos dc ensayar la vcrifi- 
cacidn del criterio de Leibniz. 


Otros criterios de convergencia 

■ Criterio de Dirichlet: Generalizacidn del criterio de Leibniz Dados las sucesiones de mimeros reales 
{a„} y {6 n } tales que la serie «n dene acotadas sus sumas parciales y la sucesidn {6„} es mondtona 
con Ifraile cerv, en estas condiciones se verifica que la serie a n 6 n es convergeme. 


ObservacitSn relevante e inmediata: El criterio de convergencia dc Leibniz dc las series altcrnadas 
£^*(-l) n+1 a T1 es una consecuencia inmediata del criterio de Dirichlet ya quc la serie —1)" +1 

tiene las sumas parciales acotadas y la sucesidn {a„} es mondtona dccrecicntc y con lim„ a„ =0. 

■ Criterio de Abel Si las sucesiones {a„} y {6 n } son tales que la serie a n « convergeme y la 

sucesidn {6 n } es mondtonay acotada, entonces la serie a„b„ es convergeme. 


Esle criierio resulla muy crealivo cuando sc describe en la forma: Dada la serie convergeme “n, 
se obtiene otra serie convergeme si sus tdrminos se inultiplican uno a uno por los de una sucesidn mondtona 
y acotada de mimeros reales. 

De este modo si a„ cs una serie convcrgcnic de mimeros rcalcs lambidn lo son por el criterio dc 
Abel, entre otras, las series 


£i- gO-O'- 


v !l±i 

u + 2 


Si ahora considcramos por ejemplo la serie convergeme a n = l) n+l „ se '' cncn l as 

series convergentes respectivas 

2. £ (* + = D- 1)n+ ‘ ( !L r 1 ) n r,= 

3 ^ ln(l+ n) (_1) + n = nln(l + n)’ 


= + tr )n+ '^T2Y 

Eslos ejemplos nos ponen de manificslo la gran utilidad de csle criierio para crcar de modo scncillo 
loda una amplia coleccidn dc series convergentes, cuyo andlisis sin conocer su gdnesis podria presentar 
complicacidn. Esia linca de trabajo cs dc gran inicrds diddclico por la molivacidn que debe suscilar en los 
esiudianles si sus profesores sc la exponen. Pero los problcmas rcalcs nos demandan cl conocimienlo del 
cardcler de una serie quc hemos de decidir en la forma mds rdpida posible, lo cual depended del aspcclo de 
la serie desde el asequible al mds inlimidador quc pueda presentar y nos haga afinar los recursos. 
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En esie scniido, la scrie ^+“(-l)' ,+1 J,, mencionada anteriormenic, es absolutamenle convergent 
ya que la serie ^s es convergcnie al scr armdnica ib a,n P > y P° r 13,110 es convcrgenic. 

Tambidn se decide la convcrgcncia de la serie 5^*Z°|(-l) n+1 mediante el criterio de Leibniz. Y 
serfa mSs improbable invocar el crilcrio de Abel si bien tambidn es cficaz considerando que la serie dada 
4, es convergcnie al scr el producio respcclivo de los tdrminos de la serie convergente 
(-l) n+1 ^ P° r la sucesidn mondtona y acotada {^r}• 

Si sc [rata de la serie £2 ^f LR , aquf no podemos aplicar la convergencia absolute con 6xito ya que 

la serie 5 ^“ l co ^ nn l = 1 es divergence y no nos informa del cardctcrdc la serie a *„" T • P CT0 

considerando que la serie es 


cos nn _ £ 


se trata de una serie altcrnada que por el crilcrio de Leibniz es convergcnie. Apliquc el lector el criterio de 
Dirichlct para llegar al mismo rcsultado. 

Finalizarcmos cstc comcntario considerando la scrie ‘"rTunTn’' < l uc P resenta mayor complica- 

cidn que las antcriorcs y dondc cl cstudio de la convcrgcncia absoluta no es cficaz. Si sc considera la serie 
a n — £S 7 p i , que es convergcnie segun hemos analizado, teniendo en cuenta que la sucesidn 

{ 6 „} = { } es mondtona y acotada, por cl criterio de Abel la scrie producto tdrmino a tdrmino. 


E a - 6 - = E 


(n + l)cosnrr 
n(2n + 1) ’ 


es convergcnie. 


9.6. SUMA DE SERIES 


La suma de una serie convergcnie sc define como cl limilc de su sucesidn de sumas parciales, es decir. 
dada la scrie a„, si es lim„ £" =I o k = s e R, entonccs s es la suma de la serie y escribiremos 

|>=, 

Ya hemos obtenido la suma de algunas scries en la dehnicidn de las mismas, pero, en general, esie 
proccso no siempre es scncillo. quedando rcducido el cilculo de la suma a tipos muy especificos de series, 
algunos de los cuales vamos a prose mar. 

Dircmos que una serie es sumablc cuando sc ha determinado su suma. 

El concepto de serie sumablc se extiendc tambidn a las series divergentes a +oc y - 3 c. siendo estos 
simbolos sus sumas rcspectivas. Veamos algunos tipos de scries sumablcs. 

Series geometricas 

■ Proposicidn La serie de la forma = i 1 « una serie geomelrica de razdn r v sabemos que si es 
|r| < 1 la serie converge siendo su suma 



■ Ejemplo 9.57 La serie ^r-r es gcomdirica de razdn r = ± y por lanto su suma es 

2 _ 5 

* 1 - 5 ~ 2' 

■ Ejemplo 9.58 La serie ^ 3 — cs lamh ' ,in geomdtriea de razdn i- = 4 y por tanto diverge siendo 
su suma s = + 00 . 
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Propiedad telescbpica da las series 

Si cn la sucesidn {a„} sc suman las difcrcncios dc uirminos conscculivos, sc dice que esias sumas lienen 
la propiedad teiescdpica cuando vcrifican la igualdad 

^(a* -o«. + i) = 0l -o n+ |. 

Teniendoen cuenia esia propiedad, dada la scrie a n , convicnc buscar una succsidn {6„} lal que 
cada i^rmino a*, de la scrie sc expresc cn la forma a*.. = 6* - 6n. + i, y si esio ocurrc sc dice que la serie 
“ On tiene la propiedad teiescdpica. En esias condiciones cl idrmino general dc la succsidn dc sumas 
parciales de la seric se simplifica noiablemcnic al scr 

s n = - 6*+ 1 ) = 6i - 6 n +i, Vn > 1. 

Para cada serie numdrica “ a„ cxisten infiniias succsioncs {6 n } tales que para cada una de cllas la 
serie verifica la propiedad tclecdpica. La m4s inmediata es la sucesidn 

{M = {0, -si,-s 2 , -s 3 ,...} 

sugerida por la sucesidn {s„} de sumas parciales dc la serie dada. 

Elegida una sucesidn adecuada {6 n } resulta que al ser lim n s„ = 6i - lim n 6„+i, sc decide dc forma 
inmediata el cardcier dc la serie °n y si 6sta converge se obtiene tambidn su suma. 


■ Ejemplo 9.59 Dada la serie , si sc considera la sucesidn {6„ } = {^} sc tiene que 



y de donde resulta que 



■ Ejemplo 9.60 La serie ln fTTT es ,al quc 

a„ = In ” ^ = In n - ln(n + 1) 

y 

s n = ^ln j ^- r = ^[lnfc- |n( fc + 1)1 

= (In 1 — In2) + (In2 - In3) + ■ • • + (ln(n - 1) - Inn) + (Inn - ln(n t 1)) 
= In 1 - ln(n + 1) = - ln(n + 1). 

En consecuencia es 

lims„ = lim [- ln(n + 1)) = -oo, 

y la serie diverge siendo su suma s = -oo y cscribiremos 5I n =i * n S+T = 
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Series aritmetico-geometricas 

Se Marxian series aritmirico-geomitricus a las series de la forma a„b„ donde son a„ = a n -1 + <1 

y b n = b „_ ir, cs deeir, n„ es cl uirmino general de una progresidn arilmdlica de diferencia d y 6„ es el 
idrmino general de una progresidn gcomdtrica de razdn r. 

Eslas scries convergcn para |r| < 1 y su suma cs 


■ Ejemplo 9.61 La scric 


4(3rt + 2) 


cs aritmdtico-geomdirica siendo u„ = 3xi + 2, con diferencia d = 3, la parte aritmdtica y b n 
r = \ la parte geomdtrica. Como es |r| = ||| < 1 la seric converge y licne por suma 






Series hipergeometricas 

La scric “ a n sc dice que es hipergeomitrica cuando cs de tdrminos posilivos y vcrilica 
= con a>/3 - 7eR y Q>a 

Una scrie de cstc lipo converge cuando es a < 7 - 0, en virtud del criterio de Raabe, siendo su suma 

= ~ lai 
a+/J-7' 

■ Ejemplo 9.62 La seric —- puedc escribirsc cn la forma 


V'_!_ - Y 1 

4xi 2 - 1 ^ (2xr - l)(2xi + 1) 

la expresidn cs hipcrgeomdlrica ya que 

“n+l <2.i + l)(2n+3) 2ll - 1 0 X 1 + / 


in a = 2, li = -1 y 7 = 3. La si 


(2n — 1 )(2n +1) £H + J 0,1 + 1 

e es convcrgcntc, pucs a = 2<-y — /9 = 3 — (—1) = 4, yst 


o + /3- 7 2 - 1 - 3 -2 2' 

ia hallada sc puedc oblcncr considcrando que la s< 


is tambign telescdpica ya 


^ (2xi- 1)(2»+ 1) 


= yl[J_!_1 

■^2 I 2xi-l 2n+l I 
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y cl resullado coincide con el obtcnido anteriormcntc. 

Otras series importantes 

Exislen otras tdcnicas no mencionadas para sumar series, logrdndosc algunas sumas 
sorprcndentes. enlre otras. las siguicntes: 

ghip,,„ 2 , g.L,£, 

V' * _ V' 1 _ ^ V'' (- l)” + 1 _ T^_ 

^ (2n) 2 “24' (2n - l) 2 8 ’ n 2 “ 12' 

La justification de las dos primeras se logra con los desaiTollos cn seric quc vcrcmc 
10.5, las otras tres sumas sc obticnen fdeilmcnlc a partir dc la segunda y sc dcmostrardn ci 
resuelto 9.47 y propucsto 9.47. 


Problemas Resueltos 


9.1 DemuOstrese que lim„ —-r —- = -■ 

4n 3 + 1 4 

RESOLUClbN. La alirmacibn cstard probada si Vs > Oscdclcrminaui 
se verifica que 1 4t[ V +l - ; I < £. 


ser i6 J, +4 < t si haccmos < £ se verilica la dcsigualdad inicial. 

Como ~s < e equivale a ii > bastard lomar como n 0 la parte cnlcra dc csla cantidad at 


no > Comprobdmoslo 


t-1 41 — 16n 3 + 1 16n 3 16n 3 


y pori 



En definitive, hcmos probado quc Vf > 0 3rio(f) = E J 7^7 J + 1 tnl quo sc vcrilica 1 4n 'S +1 - 51 
f.Vii > iio. cs dccir, que lim n ^ n '} + | = j. 


I ► 9.2 Dcmu6suese que la sucesidn dc uimtino general = y/2n + 1 - y/2n - 1 ticnc Ifmitc, contprohandoquc 
es mondiona decrecienic y quc cstd acotada infcriomienle. Culcdlesc el Ifmitc dc la succsidn. 


RESOLUCI6N. La succsitfn es ntondlona decrccicntc si cs a* > a k+ i.Vk E No equivalcntcmcntc si es 
2 s *- > 1. Vk e N, y vamos a anulizarlo de cslc ntodo. Por dcfinicidn dc n„ es 


a k _ yum- y/W^l 

<U+t y/2 k + 3 — \/2 k + 1 

si multiplicanios cn numerndor y denominador por los binomios imieionales cuudrdticos conjugados dc 
numcrador y denominador y operamos sc liene 


a k _ (V2kT\ - %/2iT^T) (v/2FTT + V2k - 1) (y/2FT3 + y/2 k + 1) 

<U+1 ” (v/2 k + 3 - y/2k + 1) (y/2k + 3 + y/2k + 1) (y/2k + 1 + y/2k - 1) 

[(n/ 2* + l) 2 - (y/2k - l) 2 ] (V2kT3 + y/2k+ 1) 

[(n/ 2FT3) 2 - (v^FTT) 2 ] (v/SFTT + N/2iT^T) 

(2 k + 1 - 2* + 1) (V/2FT3 + y/2k + 1) 

“ (2* + 3 - 2* - 1) (v/5FTT + y/2k^T) 

= 2(y / 2frT3 + n /2T+T) V2im+ y/2im 

2 (y/2 k+ 1 + y/2k- 1) y/2im + y/2k^l ' 


La succsidn cstd acotada inferionnente por cero al scr y/2ti TT - y/2u^l > 0, Vn e N. 
Con cstas dos alirmacioncs resulta quc la succsitin ticnc Ifmitc. Calculcmos su valor 




lim (v/2mTT - y/2n^~\) = |oo - oo| 

|jm (y/2n + 1 - y/2 n - 1) (y^TTT + y/2n - 1) 
y/2n+ \ + y/2n - 1 

n (v/^TTT) 2 - (y/2^7) 2 

y/2n + 1 + y/2n - 1 
H - 2»i + 1 .. 2 




(,bs casual quc cl Ifmitc coincida con la 
rcspucsta cstd cn cl Problcma propucsto 9.2. 


'2n + 1 + y/2n - 1 n v^TiTT + y/2n - 1 

cola inferior considcrada o ncccsariamcntc sientpre cs asf? La 


I ► 9-3 Dcmudstrcsc quc la succsidn dc (drmino general 


10 ticnc Ifmitc. micntr&s quc la dc tdrmino general 


sf lo ticnc y obldngasc su valor. 
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RESOLUClbN. Para la primera sucesi6n {o„ } el conjuto de sus t^rminos es 

y por lanto la sucesidn carccc de Ifmite al prcsentar el conjunto dc sus (£rminos dos puntos de acumulacidn 
y ninguno de estos vcrifica la dclinicidn de Kmite. 

La sucesidn {6„} es lal quc, si dividimos en numcrador y dcnominador por it" para el cSIculo dc su 
Ifmite, se tiene que 


al serO < \ < 1 y verificarquc lim„ (f) n = 0. 


9.4 Calculense los Ifmites 



RESOLUClbN. a) Se (rata de una indeterminacidn de la forma [oo - oo|. Multiplicando y dividicndo por 
el binomio inacional cuadrdtico conjugado y operando se tiene 



b) Es una indctcrminacidn de la forma (1°°]. Haciendo 



v£ase la Seccidn 9.1, como es 


(o„ - 1)6- 


yATO (v^TT ) 2 - (v^T2) j y/?T3 n 2 + 1 - i. a - 2 

y/n 2 + 2 y/n 2 + 1 + y/n 2 + 2 y/n 2 + 2 y/n 2 + 1 + y/n 2 + 2 


\l n 2 +2 y/n 2 + 1 + y/n 2 + 2’ 
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limK - 1 )b n = (lim ^ I + 1+ 1 ^) “ 1 ’ ° “ 

y entrando en la primcra expresidn resulla finalmcnic que 



I ► 9.5 Analfccsc la convergcncia de las succsioncs (a„) y {/>„} cuyos idrminos gcncralcs son 


RESOLUCI6N. El limilc lim„ a„ = lim„(2 ,, n 3 -2 n+l n 2 ) se prescniaen la forma indelerminada (ac - oc) 
y la indeierminaci6n se rcsuclvc dc forma inmediaia con s6lo escribir a„ cn la forma 

a n = 2"n 3 — 2" +l n 2 = 2 n n 2 (n - 2), 


con lo cual cs 

lima„ = lim [2"n 2 (n - 2)] = (lim2"n 2 ) (lim(n - 2)) = (+oo)(+oo) = +oc 

y por tanio la succstin diverge a +oo. La notactfn simbdlica empleada expresa que el producio de dos 
sucesioncs divergcnics a +oo cs oira succsidn lambidn divergente a +oo. 

b) En la succsidn {6„} cl limile se prcscnia cn la forma indeterminada [^). Para resolver la indeiermi- 
nacidn dividimos numerador y denominador enlre 3 n ir n resullando 


.. 3"tt" +2". 

En consecucncia la succsidn {6,,} converge 


= lim 3’,'.^'.', + = lim n = 

" 3^ + " 1 + ( 3 ) (77F 


► 9.6 Considcrandosucesioncs {a„} de idnninos posilivos convcrgeniesal valor 1 y sucesiones {6„} divergenies 
a +00, obldnganse cjcmplos en los cuales la sucesidn {a*" } no lenga limile, tenga por limile un numero 
real, diverja a +00. 

RESOLUCI6N. (I) La sucesidn (1 + j)‘,l‘,(l + |) 2 , l 2 ,..., (1 + .cs del lipo y se 

prcscnia en la forma indcicrminada (1°°). Esia succsidn no converge ya que dos subsuccsiones suyas como 

.H)" } 

y 

{<M = {i*, i a , 1 3 —r,...} 
convcrgen respcctivamcnlc a los valorcs distinlos e y 1. 

(2) La succsidn {a,,} de Idrmino general n„ = 1 y la succsidn {6,,} de liimiino general 6„ = n 
haccn que la sucesidn {nj," } sc prescnic en la forma indeiemiinada |1°°] siendo convergent ya que es 
{ a n‘ } = {1,1, ■ ..} y por lanio lim„ a*" = 1. 
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(3) Considcrando las sucesiones {o„}, sicndo a„ = 1 + y {6„} con b„ = n 2 , tambibn la sucesibn 
{ a n" } = {( 1 + n) } x presentsen la fonna indeterminada (1°°), sicndoenestc caso 

lima‘" = lim ^1 + ^ = lim j | = |hm^l + ^] = e + °° =+oo 

y la sucesibn es divergcntc. 


9.7 Calcblese el Ifmite 




l 2 + 2 2 + 3 2 + • ■ • + n 2 
3n 3 


RESOLUCI6N. Primer mitodo: 

Considcrando las sucesiones {o„ } = {1 2 + 2 2 + • • ■ + n 2 } y {6„} = {3n 3 }, como la succsibn { b n } cs 
monbtona creciente con lim n b„ = +oo, podemos ensayar el criterio de Stolz. El Ifmite pedido se escribe 
como lim„ . Si cxiste el Ifmite de la sucesibn entonces se verifica que es 



Calculando estc ultimo Ifmite se oblienc 


[l 2 + 2 2 + • • • + (n - l) 2 + n 2 ] - [l 2 + 2 2 + • ■ ■ + (n - l) 2 ] 
» 3n 3 - 3(n - l) 3 

''■I" 3n 3 - 3(n 3 - 3n 2 + 3n - 1) 9n 2 - 9n + 3 9' 


Segundo mitodo: 

Teniendoen cuentaquees l 2 + 2 2 +- Mi 2 = gn(n + l)(2n + 1), vbasc Problemspropucsto l.l I. 

se liene que 


in(n+l)(2n + l) n(n + l)(2n + 1) 

n -3^- = 1, „ m —— = 


9.8 Demuds tresc el teorema de Cauchy relativo al Ifmite de la succsibn media aritmbtica de ui 
y que dice: Si la sucesidn {a„} es tal que lim„ a„ = L, entonces es 


Como aplicacibn calculese el Ifmite 


RESOLUCI6N. A partir de la succsibn {o„} consideramos la succsibn de tbrmino general |,| ‘ i l l | 1,11 ,1 y 

aplicando el criterio de Stolz sc liene que 

.. <Ji + 02 + • • • + a„ (ai + 02 + • ■ ■ + a„_i + u n ) - (ot + + ■ ■ ■ + Oh-i) 

"„ m - n - = " m -».-(«- 1)- 

= lim-p = limo„ = L, 



258 • Cilculo de una variable 


lo que prucba cl tcorcma. El Ifmile pcdido sc pucde calcular a parlir del leorema antenor en la forma 

.. T 3 5 7 2n + 1 1 I + I + J +•••+ 7+T l: _2" + l_ n 

lim — + — + — + ••• + ——pr = lim---7 - 2- 

n [ 2n 3n 4n n(n + 1) J n n n n + l 

pucs basiaconsidcrarque si lasuccsidn {a„} csa„ = , sc (ienc que sus tdrminos son a 1 = 5 ,a 2 = 5, 


I ► 9.9 Calciilcnsc los siguicnics Ifmiles: 

. (7) + (5) + - + (,-,) + Q 

} n 1 + 3 + 9 + 27+ - +3"-' ’ 


l 1 + 3 3 + 5 s + 7 7 + - - - + (2n — l) 2n ~ 1 
" 2 2 + 4 4 + 6® + • • • + (2TI) 2 " 


RESOLUCldN. a) En cl numerador aparece la suma dc la fila n-dsima del iriAngulo de Tartaglia excepto el 
primer sumando. Como cs 

sc (icne que 

(0 + (2) + ■ • • + („ ” ■) + (") - r - («) - 2 " - 1 

La expresidn del denominadorcs la suma de los n primeros (drminos de una progresidn geomdtrica de 
razdn 3 y por lanio 

1 + 3 + 9 + 27 + + 3 n -' = 


Enirando con esios valores cn cl limile pedido queda 

.. (?) + (5) + ■ ■ ■ + („-,) + („) _ ls _ 2" - 1 
n 1 +3 + 9 + 27+ - + 3"-' 


2" - 1 


2(2” - 1) 
3 n - 1 


= 2 lim ^ = [^J = 2 lim _ L 3 " =2-0 = 0. 


b) Aplicando cl criicrio dc Siolz sc lienc 

1* + 3 3 + 5 s + 7 7 + - - - + (2n - l) 2n 
™ 2 2 + 4 4 + 0 6 + ■ ■ • + (2n) 2n 


- '] [“p-s] 

= e >™..(T^-«)< 2 "-l> .0 


!► 9.10 Calculcsc los Ifmiles 

a) lim (3*i 2 + 2n + , 


b) lim 


3‘ + 5 2 + 7 3 + ■■■ + (2n + l)' 1 
2* + 4 2 + 6 3 + • • • + (2n) n 
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RESOLUCI6N. a) Se trala de una indeterminactfn del tipo [oo°|. Para calcular el Ifmite propueslo, al ser 
L = lima*" = lime 1 " 0 "" = lime*" ln “" = e lira "l fc " ln “"l = e\ 


. .. In(3n s + 2n+l) In[n 2 (3 + f + i)] In a 2 + ln(3 + £ + 

A * T !■(»■.+ 2) * T + 

_ 2 Inn + In (3 + ~ rooi 2 + 2 + 0 n 

, " 1 lnn + ln(5+“) lool n" ^ | in(5+£) 1+0 


por lanio es L = e x = e 2 . 
b) Aplicando el crilerio de Siolz 

Hm 3 't 5 ‘r J c r +( 2 r,v r -«- ( 2 rv r -(^y=n- r ■ + i.y 

n 2 l + 4 2 + 6 3 + •• • + (2n)" n (2n) n n \ 2n J n \ 2 n) 


= ii " m [( i+ y ] = K m ( i+ y ] =el= ^ 


t 


« 11 


Obilngase 




5! 

4 2 


5^ 

6 3 


(2n - l) n+l 1 \ 
(2n) n \J- 


RESOLUCldN. La expresi6n dada se puedc escribir como 

. _ 5 + £ + I* + ' ' • + <2n (2n(- _ 


y puesto que la sucesi6n {6 n } = {n 2 } es mon6lona crecienle con lim„ 6„ = +oo, ensayamos el crilerio de 
Siolz y resulta 


L = lim rp- = lim - 


(2n - l)(2n-1)" .. /2n-l\" 

-". m V-.iw ° 


— (t» — 1 ) 2 n (n 2 - n 2 + 2n - l)(2n)" 


k 9.12 Delermincnse los Ifmiles 

r 4 7 

a) lim — + 


2n 2 • 2n 2 3n 


3n + 1 1 

2n 2 J’ 


.... ..n t nr 

b) h n m V 2TT ' r2 ■ ^3 


3m + 1 
2m 
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RESOLUClbN. a) El Ifmite pcdido se pucde cscribir en la forma 

r 4 7 10 3n + 1 ] _ T + 1 + T + " 


[2n 2-2n 2-1 




1 3n + 1 1 


por la propicdad de la media ariimdtica. 
b) Por observaci6n dirccta sc licnc 


4 7 10 3^m „/ 1 /4 7 10 3n + 1 \ 

n" V 2-1 2-2 2-3 2n T y 2 n \ 1 2 3 n ) 

1 „/4 7 10 3n + 1 1 -- 

= 2 ' n m V I ‘ 2 'T-~ = 2 n" 1 ^° 1 ° 2 - a " 

1 .. 1 3n +1 1 3 

= - lim a„ = - lim-= - ■ 3 = 

2 n n 2 n n 2 2 

donde se ha tenido en cuenia la propicdad de la media geomdtrica, vdase Problema Propuesto 9.8. 


I ► 9.13 Sicndo p un numero natural, calculcsc el valor del limite 

lim ( K/n 2p + 2n p - {/n 2 P + npj . 


RESOLUClbN. La cxpresi6n de la que sc prctcndc calcular el limite se puede escribir en la forma 
</n 2 P + 2nP - </u 2 p + n p = (n 2p + 2 if) * - (n 2p + n p ) * 



Dcsanollando por la formula del binomio de Newton y teniendo en cuenia el valor del numero conibi- 
natorio de l'ndicc superior no cntcro 

Q = a-(o-i)--lo-(fc-i)l i 
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-,/fl-L JO-') 3 , l_in» 

p nP 2! n 2 P pnP 2! n 2 ? 

Con la igualdad obienida cl Ifmile pedido resulta ser 

lim ( </n 2 P + 2nP - </„*> + *p) = lim (J £ + ^ + ■ ■ • ] = { j’ “ 


9.14 Aplicando la definicidn, analfcesc el cardclcr dc la serie -—-j— 

RESOLUCI6N. El tdrmino general de la serie puede cscribirsc cn la forma 

n (n + 1) - 1 n+1 1 1 1 

° n_ (n+l)! _ (n+1)! “(n + 1)! (n+l)!“n! (n + 1)!’ 

en consecuencia cl ulrmino general dc la sucesidn dc sumas parciales {s„} asociada a la serie cs (al que s 
trmino general puede escribirsc como 

S„= Ok = Oi + 02 + ■ ■ • + O n 

es decir, la serie lienc la propiedad tclcscdpica y por (anlo resulla inmediato que 

lim s„ = lim 1 - -— ; = 1 € R. 
n n [ (n+l)!J 

En consecuencia la serie cs convergent y su suma vale 1, es decir, 


► 9.15 Prudbese que si la scric o„ converge, cnlonccs cs lim n a„ = 0 y pdngase un coniracjemplo que 

asegure la falsedad de la proposicidn recfproca. 

RESOLUClbN. Si {s„} es la sucesidn de sumas parciales de la serie, se verilica que u„ = ,s„ - s„ _ i por 
definicidn de s n . Si la serie converge sc licnc que es lim n s„ = s g R, y por la igualdad anterior al tomar 
llmites resulta que 

limo n = lims„ - lims n -i = s s = 0, 

y queda probada la condicidn neccsaria. 

Si considcramos la serie Y.n™ 7^+TtVS’ x verifica c l ue 


»“T Vn+T+^n - 
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Pero, por olra pane, al considcrar que es 




v/HTT +v /n {V^+\ +Si){V^Tl-J7i) » + l-» 

resulia que el idrmino general de la succsidn de sumas parciales dc la scrie dada es 

s„= ^ a* = a ( + a 2 + ■ ■ ■ + a„ 

= (x/2 - x/1) + (x/3 - x/2) + ■ ■ ■ + (v/^ - xKT~l) + (n/^TTT - yfi) = 

por lanio sc licnc que lim„ s„ = +oo y la scrie diverge. 


9.16 Dc una scrie «n se sabc que el idrmino general de su succsitin de sumas parciales es s„ = |2_i. 
Dciermfnese el cardcler de la serie y cncudnirensc sus idrminos. 

RESOLUClbN. Como es lim„ s„ = lim„ = 1, la serie dada es convergenic y su suma vale 1. es 
deeir, u„ = 1. 

De la dcfinicidn dc {s„} se licnc que es «„ = s„ - s„_ | para n > 2, por lanio es 

_ 2 n - 1 _ 2 h - .1 
" 2n + 1 2ff - 1 

(2fi - l) 2 - (2/i + 1)(2fi - 3) 4n 2 - 4» + 1 - 4n 2 + 4n + 3 4 

(2fi + l)(2n- 1) “ (2 fi + l)(2n - 1) ~ 4 fi 2 - 1' 


para n > 2. 

Nos falia conoccrcl primer idrmino dc la scrie que resulia de s n al ser ai 
la scrie pedida es 




|. por lanio 


^ 9.17 Dcmudslrcsc la condicidn necesaria y sulicicnlc dc Cauchy para la convcrgencia de una serie, y medianie 
ella prudbese que la serie 5^^“ ^5 es divergeme. 

RESOLUClbN. Como (1,1+1 + a, 1+ 2 + • • • + a„+* = s I1+ * — s„, la condieidn 


equivalc a |s, 1+ *. - < s. 

La propiedad de que Ve > 0, 3n 0 € N lal que Vfi e N con n > fi 0 y VI,- t N sc veriliea que 
|s»U - s.il < £, cquivale a que la sucesidn de sumas parciales {*■„} de la serie <i„ sea de Cauchy 

lo cual a su vez equivalc a que la succcidn {s„} sea convergenic y eslo nos muesira que la serie „ n 
converge. 

Kccudrdesc que sucesidn de numeros reales convergenic equivalc a ser succsion fundamental o de 
Cauchy. 
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Ladivwgeacia<fc Yl*-\ ^ queda probada si 3r > 0 lal quc Vn t N. ik lul quc |a n+ll - a„| > e. 
Tbuado r « J y Vn t N eligiendo k ^ n > 3, es 

+ + ‘ + “•♦*1 “ l®»+ i + ■■♦» + ■ • • + tt.,+,,,+3,1 

I 1 1 II 

|(n + l)+3 + (n + a) + 3 + "' + [>l + (n + 3)| + 3| 

II 1 II 

| (n + 3) + 1 + (m + 3) + 2 + "' + (ii + 3) + (n + 3) | 

I 1 1 (n + 3 1 I 

- |(n + 3) + (n + 3) + (n + 3) + (n + 3) + f (« + 3) + (ii + 3)| 

= I n + 3 I _ i = 1 

" 12(n + 3) | " 2 >£ “ 4 

1.11 MedaMe la coodkidn neccsaria y sulicienlc de Cauchy, pnidbcse la divcrgcncia dc la seric armdnica 

nr, i 

RESOLUCKSN. Sea f = J y Vn € N, si lumamos k = n resulla quc 

l««+l + «U + J + + On+»| = l“«+l + On+J + • ■ • + <12.. I = | + " > + 

I 1 1 1 I I ,1 I 1 

Ms + s + - + srld = 2- 

y do sc vcritica la condicidn. ya quc $ > £ = J. 

9.19 AnaliccK la ccmvergenc is dc la sene 

RE 8 OLUC 16 N. Sin -> +ooenlonces (1 + i) 3 -♦ lyscn((l + j;)^) "♦““5 = 1. Kn consccucncia 
limo„ = Iim2 n sen^l + ^ ^ / ° 
y la saic diverge al incumplir la condicidn neccsaria de convergcncia. 

>9.20 Demudstrese que si es p > 1 la seric ^ cs convergenle. 

RE80LUCI6n. Vamos a probarlo mcdianle cl primer criterio de comparacidn. Dada la seric 



consideramoa la seric 
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y sc verifies que 

0 < a„ = — < 6„, Vn G N. 

“ nP ~ 

Veamos ahora que la scric b„ cs convcrgcnlc, lo cual con la dcsigualdad anterior y el primer 

crilcrio dc comparacidn sc garantiza la convcrgcncia de ■ 

Si en la scric &n agrupamos sus tgrminos cn la forma 



sc licnc que b„ cs una scric geometries de razdn r = y cs convergent ya que |r| = < 1 ■ 

al ser p > 1. 


!► 9.21 Obtdngase la fraccidn gencratriz de cada una de las expresiones decimates siguicnies. 

a) 0,333..., b) 3,547547..., c) 2,816 436 43... 


ReSOLUCI6n. a) El numcro dado sc puede cscribir como una sums inbnita en la forma 
0,333... -0.3 + 0,03 + 0.003+ . .. , i + ^ + JL + ... 

= 3 3 3 _ _3_ _5_ J_ _5_ /J\ 2 

_ io + io 2 + io 3 + ''' “ io + io' io + io ' v ioy + ''' 

y sc licnc una scric gcomdtrica or" -1 en la cual csa = -^yr=-j^y por tanto su s 

’ - = A = I 


1 - 1? 


To 


con lo cual 0,333 • • ■ = 3. 

Rccordcmos que con rccursos aun m4s clcmcntales se puede obtener la fraccidn buscada haciendo 


mulliplicando por 10 la igualdad anterior sc licnc 


y reslando de la segunda la primera queda !)j = 3, de donde es j = - 
b) Sc liene que 

3,547 547... = 3 + 0,547 + 0,000 547 + 0,000 000 547 + ■ ■ 


_ 547 547 547 /111 \ 

+ 1000 + 1000- + 1000 3 + ' ■ ■ - 3 + 547 + IF + To 5 + ' j 


- = 3 + 547 = 3 + 
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c) En estc caso es 


2,81643 643... = 2,81 +0,00643 + 0,00000643+ 


= 281 
100 
= 281 
" 100 


+ i i 5 (0.«43 + 0.000« + -..) = |i*512( I l i 


100 1 - fij 100 100 999 100 


+ io* + "' 

140681 


49950 ' 


19.22 Demudstrese el llamado primer crilerio de comparacidn para scries de tdrminos no ncgativos. Mcdianlc 
esie criterio decidasc el cardcter de la scrie E^“ 

RESOLUClbN. El primer crilerio de comparacidn dice quc si En” a„ y E^” b„ son dos scries de 
tdrminos no negativos talcs que exisle un numero p € N lal quc para cualquicr n > p es 0 < a„ < 6„, 
entonces 

+oo +oo 

1. si ^ b„ converge, entonces ^ a n converge. 

2. si ^ On diverge, entonces ^ b n diverge. 

Para demosirarlo sean {s n } y {s’} las sucesiones de sumas parcialcs rcspcclivas de las scries, consi- 
derando n > p se tiene que 


s n - s p = a p+ i + a p+ 2 + ■ • • + fl n y que s* - s’ = 6 p+ i + 6 p+ 2 + • ■ ■ + 6 n 
y se verifica que Vn > p es 

s n - s p < s’ n - s' p (9.1) 

y por tanlo es s„ < s’ - (s* - s p ). 

Si E„ ” es convcrgenleentonces {s’} cs una sucesidn acolada, y por lo anlcrior {s„} lambidn serd 
acotada y al ser mondtona crecientc cxistc lim„ s n = s € R y por lanio En ”i a„ es convcrgenle. 

Si En” a n es divergente de (9.1) sc licnc que 

s; > s„ + ( S ; - s p ) (9.2) 

y como fs„} no estd acotada, por (9.2) se tiene que {s’} no csld acotada, es decir lint,, s’ = +oo y por 
Unto En ” 6 n diverge. 

La serie En” es divergenie ya que lim„ = 1^0. Como nos piden dccidir cl cardctcr por 
el primer criterio de comparacidn hemos de enconlrar una scrie divergenie de forma quc nucstra scrie lenga 
tdrminos mayores a partir de un lugar. 

Considerando la serie En” n’ cu y a d> vcr 8 cncia conoccmos del Problcma rcsucllo 9.18, podemos 
escribir ^ } } 

n + - = 1 + i, Vn € N, es decir. '* + > —, Vn 6 M, 

y como En ” - diverge, en vinud del primer criterio de comparacidn, la scrie E>t ”i ^ lambidn diverge. 

Tambidn podemos considcrar como serie de comparacidn En ”i *» ^ > analizada en el Ejcmplo 9.39, 
la cual es divergente, y lener en cuenta que Vn € N cs 



y por tanlo, por el primer crilerio, la serie En ” ^n^" es una scr ’ c divergente. 
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!► 9.23 Estudicsc cl cardclcr de la serie E arctg „2 + K + i ' 

RESOLUClbN. El idrniino general de la serie puede escribirse en la forma 

1 1 1 
a„ = arctg (|2 + ^ — = arctg - - arctg , 

esta igualdad puede comprobarse si se calcula la tangente de ambos miembros y se aplica la fdrmula de la 
tangcntc de la diferencia de dngulos 

Considcrando la succsidn de sumas parcialcs de la serie {s n }, su tdrmino general es 
s n = °* = °i + °2 + + °n 

= ^arctg | - arctg 0 + ^arctg y - arctg + (arctg y - arctg y ^ 

+ •■• + (arctg y-|-y - arctg + (arctg y - arctg 
= arctg 1 - arctg yy-y ■ 

Pur dcfinicidn de suma cs 

Y. a n = lim s n = lim ^arctg 1 - arctg jyjy ^ = arctg 1 - lim arctg = y - arctg 0 = y. 

En dcfinitiva, cs 

i = l 


!► 9.24 Justittqucsc por comparacidn que la serie E 4 tl 2 + g n + 3 es convergente y calculesc su suma. 

RESOLUCldN. El tdrmino general de la serie verifica la dcsigualdad . lr ,i + g n+3 < 4,,Vn e N, y como 
la serie En * cs convergente al ser una serie armdnica En * con p = 2, la serie dada es lambidn 
convergente por el primer critcrio de comparacidn. 

Vamos a calcular su suma a partir de la sucesidn de sumas parcialcs. Como cs 


4n 2 + 8ri + 3 (2n + l)(2n + 3) 2 [2n + 1 2ri + 3j ’ 


»-E« 


-HG-iMHM-S)- 


2 \3 2n + 3/ 
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si ahora lomamos Ifmiies es 


• = «»*»- ='i»*5 ( 5 -^)= g- 


9.25 Dada la sucesibn de numeros reales {a„}, obibngase la condicibn necesaria y sulicicnie para que la serie 
^(a n+3 - a„) 

sea convergenie. Como aplicacibn comprubbese que la serie n j n ' +3 ^ es convergenie y obtbngasc su 

suma. 


RESOLUCibN. Si {s„} es la sucesibn dcsumas parcialesde la serie £*“(a n+ 3 - a n). bsla converge si 
es convergenie la sucesibn {s„}. Haciendo b„ = a n+ 3 - a„ se tiene 

61 = a 4 - a 1 
<>2 = Us - <12 

63 = U6 - 03 

64 = a 7 - 04 


bn-2 = a n + l - a„-2 

b„ = a„+3 - a„ 

de donde, sumando miembro a miembro y cancclando Ibrminos, resulta 

s„ = ** = _a * _ “2 - 03 + a n + i + a „+2 + a„+ 3 . 

1. Si es lim n On = L € R, enlonces es lim n a n + i = lim n a rl+ 2 = lim„a„+3 = L, y por lanlo cs 
lim„ s n = 3L - (ai + a 2 + a 3 ) € R y la serie £ (°n+3 - a„) converge leniendo por suma esle valor, 
es decir, 

^(a„+3 - On) =3 L - (a 1 + U2 + a 3 ). 

2. Si es lim„ a„ = ±00, enlonces es lim„ s„ = ±00 y la serie £ (0..+3 - o„) es divergeme. 

Para comprobar la convcrgenca de la serie dada, basia considcrar que 

_!_ = I f J. _ f 

n(n + 3) 3 \n n + 3/ 3\n + 3 nj 


y por tanio 
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sicndoa n = y por cl rcsuliado anterior, al scr lim n u„ — lim n £ — 0, sc licne que 



- ^ 5 Z( a "+ 3 - 5 [ 3i _ + “ 2 + “■’)] 


11 

18' 


!► 9.26 Ulilizando el segundo crilcrio dc comparacidn, analfccsc la convcrgencia de las s< 
^ 3n 2 + 5 Y ^ 2 Vn + 1 


RESOLUCI6N. Como Y.n™\ n (n+i) es una serie convergent y 
lim — 


. 2 n 2 + 2 n = 2 

n m 3n 2 + 5 3’ 


por cl segundo crilcrio de comparacidn la primera de las scries es convcrgcnie. 

Para estudiar la segunda considcramos la serie divergence £3*“ , analizada en el Ejemplo 9.17. y 

teniendo cn cucnta que 

| im l4±i = lim-^= = i 

n - 2^A^TT 2 

resulia que la serie 2 , l n+l cs divergcnle. como se sigue del segundo criierio de comparacidn. 


!► 9.27 


Esiudiese por comparacidn cl cardclcr de la serie £ + n . 

RESOLUClbN. Como 3" + e" < 3" + 3" = 2 • 3", Vn e N, enlonces 


_£_ > JL = I (5)" 

3" + e" — 2 • 3" 2 \3/ 


y como la serie 5(3)" es divergcnle ya que es geomdlrica con razdn r = | lal que |r| > 1. por el 
primer criierio dc comparacidn la serie 3 .. 5 +g .. es divergenle al ser mayoranle de una serie divergence. 
Sin ulilizar cl criierio dc comparacidn, al ser lim„ a„ / 0, la serie diverge. 


I*’9.28 Mcdianic crilcrios de comparacidn obidngase el cardcicr de las series 

v-> 2 n +1 3 

3 “ 3)i 2 + 2’ ^ VrTTT + s/iT+2' 


RESOLUClbN. a) Si se considcra la serie divergcnle £ y leniendo en cuenla que e: 

,■ ^+1 (2n + 1 )m 2n 2 + n 2 , 

T — - IrffTT - 5?T2 - 5 * °- 

sc concluye que la serie ^7^3 diverge por el segundo criierio de comparacidn. 
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que la serie 52n~ diverge al ser armdnica 52n” ^ con p = 5 < 1, y como se 


" 7s n - yrTT+yrTi 2 

porel segundo criterio de comparacidn la serie 52,12*1 es divcrgcnte. 

19.29 Dada la serie 

Y' 1 

fa An 2 + 16n + 7 

compru£bese que es convergente. 

a) mediante el segundo criterio de comparacidn, 

b) hallando su suma. 

RESOLUCI6N. a) Considerando la serie convergente = 52n2°i ^ se tiene que 


y por tanlo las series son del mismo carrier, en consecucncia 52n* a " = 52n* 4 n a + { 6n+ 7 cs cc 
genie. 

b) Hemos de considerar la sucesidn de sumas parciales de la serie y hallar su llmite. Como es 
= 4n 2 + 16n + 7 = (2n+ l)(2n + 7) = 6 (^nTT “ 2n + 7) ’ 

se liene que 

*.-x> 

+ " + (ln^5 “ 2n+ l) + (271- 3 " 2n + 3) + (2^ - 1 " 2n + 5) 

+ (2n + 1 ~ 2n + 7)] 

= 1 /I 1 1_1_1_ 1 \ 

_ 6 \3 + 5 + 7 2n + 3 2n + 5 2n + 7j' 


1/1 1 1\ 1 35 + 21 + 15 1 71 71 y- 1 

l, J 1Sn “ 6 1,3 + 5 + 7j ~ 6 3-5-7 “ 6 105 630 fa An 2 + 16n + 7' 

► 9.30 Decldase el carrier de las series 



270 • CAIculo de una variable 


RESOLUClbN. a) La scric 3^ cs geomfitricade razdn r = sicndo |r| < 1 y por lanto conver- 

genic, siendo su suma 



b) Escribicndo cl tdrmino general en la forma 

n + 3 (n + 4) - 1 _ « + 4 _ J_ _ __1_1_ 

a " _ (n + 4)! _ (rt + 4)! (n + 4)! (n + 4)! (n + 3)! (n + 4)!’ 

podemos obiener cl tdrmino general de la succsidn de sumas parcialcs de mancra que nos informe de su 
limiic cn la forma siguicnic 


s„ = ^2 a k = °i + ai + • • • + a, 



I _ 1 

4! (n + 4)!’ 


Si ahora calculamos cl limiic sc (icnc que cs 



!► 9.31 Ulili/.andoel criierio integral demudsirese que la serie -—-^5 es convergenie y obidngase una apro- 

ximacidn de su suma. 

RESOLUClbN. Considerando la funcidn f(x) = se liene que, al scr 

J TTx5 dX = >, V "? J j ( + x } = b l arct fi = fc (arctgi» - arctg 1) = ^ ^ 

la integral converge y por el criierio integral lambidn converge la scric f+S 7 ' 

La convcrgencia de la serie rcsulta tambidn de la convcrgcncia de la serie 4j. 

ulili/.ando cl primer criierio de comparacidn, dado que < Jj.Vn e N. 



I'ara aproximarnos a la suma de la serie, lenemos en cuenta la funcidn f{x) = en |1; +00), cuya 
grSlica puede verse en la l igura 9.2, y los uSrminos de la sucesidn {n„} = { j^t}. Considerando los 
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iniervalos de ampliiud unidad que sobre el eje de abscisas sc originan para recorrer la sucesi6n y, dado que 
la funci6n es decrecienle, sc tienc que 

/(2) </(*)</(l), Vi € (1; 2], 

/(3) </(*)</(2), Vi € (2; 3|, 


m<f(x)<f(k- 1), Vi€|fc-l;fc|, 

/(n)</(i)</(n-l), Vi€|n-l;n|. 

Estas desigualdades se escriben en forma equivalcnle como 

02</(x)<a,, Vi € (1;2), 

a 3 <f(x)<at, Vi € [2; 3], 

a* < J(x) < a k -,, Vi € [fc - 1; fc], 

a n </(i) Vi€|n-l;n|. 

Iniegrando en ambos miembros de cada desigualdad cn cl inicrvalo correspondiemc y aplicando I; 
propiedad de monoionfa de la integral se liene 


f{x)dx < a,, 

Vie |1;2|, 

f(x)dx < 02, 

Vie |2;3j, 

f{x)dx < a*_ i 

, Vi € [fc - 1; k\. 

' f(x)dx < a n -, 

, Vi € [n - 1; n]. 


Sumando miembro a miembro y usando la propiedad adiiiva de ini 

s n -<M < J' < «n-l. 


donde {s n } es la succsi6n de sumas parciales de la serie ■ 4 ue sabemos es convergenic. 

Si ahora lomamos Ifmitcs para n -> +oo en las anteriores desigualdades, es decir, 


ms„ - a, < lim J /( i) 


u rJ"rh dx = i 
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result* quc « - ai < ^ < s. Finalntcnte. al scroi = 1+ \i — 3, qucdan las desigualdades 



o en forma equivalents 5 S s < f + 3 . con lo cual s g [ 5; f + 3 ] • 


!► 9.32 Fsiddicsc la scric 

RESOLUCldN. Mcdianlc el chterio integral dc convcrgeneia su cardcter es cl inismo quc cl dc la integral 
/ 2 +ot , Jr , dj. Como 


/ —pj—<tr = b lim J (In j-) J d(lnx) = hrn^ —j 

= lint [—!-| = r-^r - lint r“; 
fc-.+r» [in jJ 2 In2 6-»+oo Ini 

lie quc la integral impropin cs convcrgcnlc y por tanto tambidn lo c: 


!► 9.33 Estudicsc cl cardcter dc la scric 


yS ,,3" 

^ (2»+ 1)5"' 


RESOLUCldN. Vanios a rcsolvcrlo por dos proccdimicnlos. Primer mitodo: 

Una mirada poco profunda nos sugicrc los critcrios ddsicos. Por cl crilcrio del coc ionic, al scr 


a n + , (n + l)3 n + 1 (2n + 1)5" 3(« + 1)(2» + I) 3 2n 3 + 3ri + I 

a„ _ (2n + 3)5" +l n3" - 5n(2n + 3) _ 5 2n 3 + 3rt ’ 




y la scric converge. 

Si aplicamos ahora cl crilcrio dc la ra(/. sc ticnc quc 



n 5 2n 2 + 3u 


con lo cual tambidn cl crilcrio dc la rat/, nos mucstra la convcrgcncia dc la scric. 
Segundo mttodo: 

Si miramos cl idrmino general con mds inlcnsidad, podemos cscribir quc Vn g N cs 


STW -0)" STi (I)" ' = (!)"• 


y como la scric £,^(5)" cs una scric gcomdlrica convcrgcnlc. al scr r = jl y vcrificar quc cs |r| < 1, 
teniendo cn cucnta cl primer crilcrio dc comparacitin, sc siguc quc la scric dada cs convcrgcnlc. 
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1.34 Aplfquense los criterios del cociente y de la raiz a la seric a n dondc es 



si n es par. 


RESOLUCI6N. a) Aplicando el eriterio del cociente sc tiene: 
1. Si n es par, entonccs n + 1 es impar y 



2. Si n es impar cnionces ri + 1 es par y 



Con ello se tiene que lim n si n es par, mientras que lim n Siiii = g, s i »i es impar, con lo cual 

no existe el limite lim„ 2 ^- Li y en consecucncia el eriterio del cociente no nos informa del caractcr dc la 
serie. 

b) Si aplicamos el eriterio de la raiz tenemos: 

1. Si n es impar, entonces es _ 

Um = Hm = 5 < 1 

2. Si n es par, entonces 


lim = lim 


T- = lim i ’If!;) ' lim 1 • 1 = i < 1. 


En consecuencia es lim n = j < 1 y la serie converge. 

En el proceso se pone de manifiesto que el eriterio de la raiz es mis potente que el eriterio del cociente. 


9.35 Siendo a un numero real posilivo, determinese el cardcler dc la serie numdrica 


3"- l a" 

(n + l)ir"+‘ 


RESOLUClbN. Para aplicar el eriterio del cociente. obtenemos que 

a n+l _ 3 n a ,1+1 (n + l)tr ,|,M _ 3a n + 1 

a„ (n + 2)jr n+2 3 n_l a n n n+ 2 


y calculandoel limite e; 


Por lanlo, 

1. si — < 1, la serie serd convcrgcntc, pero ^ < 1 equivale a ser a < f, y por cl contrario, 

2. si ^ > 1, la serie serd divergente, es decir si a > f. Adcmds 
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= 5, la scrie e: 


>3"7r" + > ^ 3 


la cual diverge cn viriud del segundo criicrio dc comparacidn, pucs considcrando la seric divergenie 

n ' SC l ' Cne t l UC CS 


n 3 t r(n + 1) 3tt 


!► 9.36 Esiudicse, segun los valores del pardmelro p > 0, cl cardcier de la seric 


V ——• 

3" + p" 


RESOLUClbN. Primer mitodo: Por comparacidn: 

1. Si esp > 5, como 

5" 5^ _ /5\" 

3" + p 5 < p" ~ \pj ’ 

al ser la seric convergenie, por scr geomOlrica dc razdn | con ||| < 1, por el primer 

criicrio dc comparacidn la scrie pedida cs convergenie. 

2. Si cs p < 5 cnlonccs p" < 5" y por lanlo 


3" + p" 3" + 5" 5" + 5" 


Vn € N, 


con lo cual la scrie 2^“ 3 ..+' p .. cs mayoranle de la serie divergence | y en consecuencia la 

seric pedida cs divergenie. 

3. Si cs p = 5 sc licnc la scrie 3 .. 5 ^' 5 .. y como 


5" 1 1 

lim --— = lim ™- = lim-7=— = 1^0, 

n 3" +5" "22 + 1 " 1 +(§)" r 

la scrie diverge. En conclusion, si p e (5; +00) la scrie converge y si p € (0; 5] la serie diverge. 
Segundo mitodo: Por cl criicrio del cocicnlc: 

Como 



se licnc que: 

I. Si cs p > 5 rcsulla que 



y la scric converge. 
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2. Si es 3 < p < 5, obienemos 

lim = - > 1 
" »n P 

y la scrie diverge. 

3. Si es 0 < p < 3, dividiendo cnirc 3" +1 numcrador y denominador de la primera expresidn se obiicnc 


HIT 


i+(§r 


y la serie diverge. 

4. Si es p = 3 la serie es 3 „ 5 + ’ 3 „ = 5(§)" y se traia de una serie geomdirica 

de razdn r = | con |r| > 1 y por (anlo diverge. 

5. Finaimenie para p = 5 la serie es 3 „ 5 ^ 5 „ . y como 


5 n 5" 5 n 1 

1 + 5" > 5" +5" “ 2 -5" “ 2’ 


leniendo en cucnia que la serie £§ es divergente, por el primer criierio de comparacidn la serie di¬ 
verge. En resumen, la serie converge para p e (5; +00) y diverge para p e (0; 5], resuliado coincident 
con el obienido por el primer mdtodo. 


9.37 Calculense los Kmiies 


b) lim 


3 • 6 • 9•••(3n) 

7 - 12 - 17 - • - (5n + 2) 


RESOLUCI6N. Se Irala de dos Kmiies indeicrminadosdc la forma [ pero su rcsolucidn es complicada 
por los procedimienios usuales por lo que acudimos a la teoria de series. 

a) Considerando la serie . que es de idrminos posilivos, al aplicar el criierio del cocicnic se 

liene que es 


lim n+l = lim —r— 


y la serie es convergenie. 

Aplicando la condicidn necesaria de convcrgencia su Uirmino general liene limile cero y por lanlo es 


b) Sea ahora la serie 7 . en la cual es 


y 


la serie converge, con 


3 ■ 6 9 ■ ■ • (3n)(3n + 3)•7 • 12 ■ 17■•■ (5n + 2) = 3(n + 1) = 3 
7- 12 17- • • (5n + 2)(5n + 7) • 3 • 6 ■ 9 ■ ■ ■ (3n) ™ 5n + 7 5 

1 lo cual por la condicidn necesaria de convcrgencia cslc limile cs tambidn cero. 


9.38 AnaKcese la validez de la igualdad 
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RESOLUClON. El primer miembro cs la scrie de uJmiino general <i„ = (2 + g + + • • • + grr-r) , si 

calculamos su li'miic sc licnc 

limn,, = lin. (2 + | + p + ■ + = [lim (2 + | + J; + ■ • + 3^7)] 


3 3 2 

= [li"»2 (l + I + + - - - + 3^7)] 

= [lint 3 (l-^l = 3 2 = 9 ^ 0, 




por lo que se (rala de una scrie divergent, que al ser de idrminos posilivos, liene suma +00. Por la 
printer miembro cs +00. 

En cl segundo ntiembro aparccc la scrie dc idrmino general 


que cs una scrie gcomdlrcia dc razdn r = g, con |r| < 1, y su suma cs 
4 _ 4 _ 9 

1 - g ~ g ~ 2’ 

icncntos por lanio que cl segundo miembro cs En consccucncia la igualdad del cnunciado no cs v&lida. 


!► 9.39 AnaKccsc cl cardcicr de la scrie ^'V + 
RESOLUCiQN. A parlir dc la scrie dada 


la scrie dc valorcs absolulos cs 




si probamos que la scrie 


e::,; 


(2 n + 1) sen 
n(n + l) 2 

(2» + 1) 

n(n + l) 2 SCI 


(2n + 1) 
«(n+ l) 2 ’ 


e:>.=e:: 


(2n + 1) 
n(n + 1) 2 


(9.3) 


(9.4) 


(9.5) 


es convergent, se liene que la serie (9.4) converge y por lanio la scrie (9.3) converge absoluianicmc y 
lambien converge. 

Aplicando cl crilcrio del cocicnlc cn (9.5), como cs 


bn + i [2(rH 1 ) + l|n(n I l) 2 _ (2»i + 3)n(ri + 1) 2n 3 + 5« 2 + 3n 

K (n + l)|(» + 1) + l| 2 (2n + 1) (n + 2f{2n + 1) " 2 n 3 + 9»i* + 12n + 4 

y por lanio lim„ = I, cl crilcrio no decide. 

Aplicando cl crilcrio dc Kaahc, como cs 


"(* 


A _ 2n 3 + 5n 2 + 3n \ 

\ 2/t 3 + 9n 2 + 12n + 4/ 


4n 3 + 9» 2 + 4ii 
2n 3 + 9n 2 + 12u + 4 
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se tiene que lim n - ^j-^J = 2 > 1, y la serie(9.5) converge, yporlodicho la scrie (9.3) converge. 
La convergencia de (9.S) resulta mis edmoda por cl criterio de Pringshcim, ya que 


y por lanto es p = 2 y la serie converge. 


.40 Estudiese el caricter de la serie 



RESOLUCI6N. Primer mitodo: 

Como cs A - £ > 0,Vn 6 N la serie es altemada y la escribimos cn la forma En^i( - l) n+1 a„ 
siendo a n = 

Analicemos si la serie verifica cl criterio dc convergencia dc Leibniz. Segun este criterio la scric con¬ 
verge si {a„} es una succsidn dccrcciente y ademis se verifica que lim n a n = 0. La succsidn {a„} es 
decreciente si a* - a*+ ( > 0, Vk 6 N. En nuestro caso es 


a* - o*+i = 


*)-(£-£)-(■ 

.n-iC.-ii-ii. 

2) 3* V 3 / 2* 2 


_5_5_ 

2* 2*+ 
_ 2 _ 2 _ 
3* 3 _ 



con lo cual se verifica la condicidn de decrccimicnto. Adcmds 



y en consccuencia la serie es convergente. 

Segundo mitodo: 

Analicemos la convergencia absoluta. La serie de valorcs absolutos es En^i(^ ~ ;r )■ ,a cual us 
combinacidn de las series En^i £ y En^i yr. resultando como difercncia dc ambas. 

Como la serie En“ £ es convergente por ser gcomdtrica de razdn , teniendo por suma ^vpi = 5 y 
la serie En^i £ cs tambidn convergente ya que es geomdtrica dc razdn 5 ycuya sumacs = i = *• 
resulta que la serie En “ (£ - jr) es convergente dc suma 5-1 = 4. 

Con ello queda probado que la serie En“( -1 )" +l (?r “ £) cs absolutamcntc convergente. de lo 
que sc deduce que cs convergente. 

Tercer mitodo: 

La serie dada Enn( _1 )" + 1 (^ _ £) sepucdccscribir como difercncia dedos series eonvergentes 
en la forma En “ (“ 1 ) n+1 £ - En “1 (- 1 )"' +1 £. ya que !a priincra serie 


1 ) n+1 2 n 2 2 2 + 2 3 2 4 + ' + * ^ 2" 

es gcomdlrica de razdn r = - 5 y como |r| < 1, converge a la suma = vfni ~ 3- Tambidn la 

serie 

y'/ nn+i A -i+ — - — + (-i) n+1 —+ 

2J _1) 3" _ 3 3 a 3 3 3 4 1 1 3" 
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es gcomdtrica de razon r = — A y como es |r| < 1 (ambi£n converge teniendo suma de valor 

2/3 2/3 _ 2 _ 1 

1 — (-2/3) 1 + 1/3 4 2' 

Detodoelloseconcluyequelaserie5Z|J'?j(-l) n+1 (^r - -pr) es convergcniey su suma vale 3 - \ = g- 
Esle procedimicnto ha resultado mis intcrcsanle ya que nos ha permitido conocer la suma de la serie. 


I ► 9.41 Prudbesc el crilerio de Leibniz para series altcrnadas de numcros reales que afirma: Dado la serie altemada 
53*f°,(-l)' 1+1 a n , con a n > 0, si se verifica que para cada n es a„ > a„ + i y lim„ a„ = 0, enlonces la 
serie es convergenle. 

RESOLUCI6N. El tlrmino general de la sucesidn de sumas parciales es s„ = $!*_,(-l)* +1 ajt Y escri - 
biendo la suma formal de la serie 

0| - 02 + 03 - a.| + • • • + fl2n- 1 _ <J2n + a 2n + l — <J2n+2 + a 2n+3 - • • • 

se establecen las igualdades 

S2n+2 = S2,i + (tl2n +1 - a2„+2) y S2n+1 = S2n-1 + (-<J2n + Ojn+l). 

y teniendo en cucnta que a2„+i > azn+2 es a 2n +i - azn+2 > 0 y por tanto sc liene que s2„+2 > s- ln - 
An^logamcme alser u> n > ai n +i es -a2„ + azn+i < 0 y en consecuencia se verifica que sjn+i < S2„-i- 
Tcncmos por ello que la sucesidn dc sumas parciales impares {s2„-i} es mondtona decreciente y la de 
sumas parciales pares {s 2 n} es mondlona creciente. AdemSs como es s 2n = s 2n -i - a>„ se tiene que 
S2 n < «2n-1. con lo cual podemos afirmar que 

«2 < «2n < S'2n -1 < Si, Vll € N. 

Estas igualdades nosdicen que S2 es una cola inferior para la sucesidn decreciente {s 2n -i} y «i es una 
cola superior para la sucesidn creciente {s2 n }, con lo cual cada una de estas sucesiones tiene limite. 

Suponiendoque scan lim„ S2„_i = L\ y lim n s> n = L 2 .comoess2n = «2n-i + <>2n resultaquese 
verifica la igualdadLi = L2 dado que es lim„ 02 n = 0 por ser una hipdtesisinicial. Como las subsucesiones 
{s2n-i} y {«2n} contienena todoslos tlrminosde lasucesidn {s„} se verifica que L\ = L 2 = s = lim„ s„ 
y por tanto la serie converge. 


!► 9.42 


Analicesc la convergcncia y si es posiblc obldngase la suma de la serie 


£(-ir 


In + 1 
«(»+!)' 


RESOLUClbN. Se (rata de una serie alternada pues adopta la forma £j|'“(-l) ,,+ , a, I con a„ > O.Vn € 
N. Comprobcmos si verifica las condicioncs del crilerio dc Leibniz: 

1. La sucesidn {a,,} debe ser mondtona decreciente, es decir, a* > a* +1 ,VL- € N, o equivalememente 
> 1, y en nucstro caso tenemos 


a* irt+T) (2A- + 1)(A- + 2) 2k 2 + 5k + 2 

«/t+i (l+i)tk+2) k(2k + 3) 2k 2 + 3k > ‘ 


y por tanto la condicidn sc cumplc. 
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i- 2n + 1 2n + 1 „ 

lima,, = lim —-— = lim -z - = 0 

n n „(n+l) " r » 2 + n 

y lambidn w verifies la wgunda condicidn, y la aerie cs convcrgentc. 

Ealudiemoa ahora la convergcncia abaolula. La aerie dc valorea abaoluioa dc la aerie dada ea 
n^n+l) • la cual “divergent como ae dcmucsira, par el aegundo criicrio dc comparacidn. al compa- 
rar medianle Ifmile con la aerie divergent i y veriflear que 


Como conaecuencia la aerie (-1)" +1 ea condicionalmcnle convergenie ya que cs convcr- 

gente pero no lo ea absoluiamenie. 

Ptra cl cilculo de la auma deicomponcmoa au Idrmino general cn fraccionea limp lea cn la forma 


reaullado por o(ra pane inmediato por simple obscrvacidn. De eale modo cl idrmino general dc la v 
puede escribinc como 

f <-«“ , ^7TI ■ (: ■* itt) - fj ['-"-i * < - 'V'^] 

y conaiderando la auceaidn dc las aumaa parcialca {a„} aaociada a la aerie, ea 




(-i) a T+(-l) a 5 + (-l) a 5 + (-0 3 = + M) 4 - +(-l) 4 i 


+ [(- 0 "-r 7 +(-»)"-] + [(-»)" +1 - +(-l) oM 


= f ( 1,n+, ^TT) = “. m *- * "?[' * ( ' ,r 


► 0.49 Balddicae por doa proccdimicnloa cl carfctcr de la m 
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RESOLUClbN. Considerando que cs 

y/n(n + 1) “ N/Wn + 1 “ vWn + 1 sfis/n + 1 vM + 1 ' 

la serie se puede escribir como 

(7*-Tffi)- 

Primer mitodo: Estudiando la convergencia absolute: 

La serie de los valores absolutos es y su sucesidn de sumas parciales liene por 

cdrmino general 

■ S (^ ' ° ('71' 7s ) + (t 5" 7s) 


= 1-0 = 1 . 

Con ello la serie de valores absolutos converge teniendo suma I. De este modo la serie 



cs absolutamcnte convergence y como consccuencia es convergence. 
Segundo mitodo: 

La serie 



es altcrnada y cscrita en la forma £*f < j(-l) n+1 a n es a„ > 0. Analiccnios si vcrilica los requisitos del 
criterio de Leibniz. 

I. Veamos si cs niondtona decrccicnte la succsidn {a,,}, para ello hemos de probar que sea > 1. 



ya que es > I, Vn e N. 

Si consideramos la funci6n f(x) = v/i + 1 - Jx, comosu dcrivadaes 


(9.6) 
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se liene que /'(i) < 0,Vx > 1, con lo cual la luncidn / es csiriciamcnic dccrccicnic en el iniervalo 
[1; +oo). En consecucncia podcmos ascgurar quc f[n) > f(n+ 1), es dccir, que 


Si ahora lenemos en cucnia la desigualdad (9.6) resulia que es > 1 y por lanio {a„} es 
decrecienie. 

2. Como ademfis, al ser lambiln a„ = 1 , sc liene que el lim n a„ = 0, y por el criicrio de 

Leibniz la scrie dadaes convergenie. 


9.44 Deiermfnesc el caricier de la serie 


E- — 3 + 


_1_ _ 5^ _ 5 _ _ 5 _ 
+ 3 29 2 2 “ 2* 2 6 


RESOLUCI6N. La serie dada se pucde escribir en la forma 



donde se han agrupado sus ilrminos en dos bloques, cl primero, que es una suma finiia, agrupa a los ircinta 
primeros sumandos de la serie, esiando en el oiro bloque los restanies ilrminos. 

El carrier de la serie lo deiermina el bloque de la pane inflniia de sumandos. Como es 


V'_L_-i I _L 1 l-grog 3 - ^ 1/ 1\ 

+ 3 + 3 2+ " + 3 29 _ 1-i " 3-1 _ 2 V 3 3 29 / ’ 


ya que se traia de la suma de los treima primeros idrminos de la progrcsidn gcomdtrica con primer idrmino 
1 y razdn r = 3. 

Por otra pane, 

V 5 _ JL A A 

A* 2 2 " -60 ~~ 2 2 + 2 4 + 2 6 + ’ ‘ 


es una serie geomdtrica con primer idrmino ^ y raz6n r = 31 que al ser |r| < 1 es convergenie lenicndo 
por suma 71^1 = §■ 

En consecuencia la serie propucsia es convergenie y su suma es 



9.45 Analfcese la convergcncia de las series 
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RESOLUCI6N. a) La seriedadaes altcmada, considerandola serie de los valores absolutes ) 

se (icne que al aplicar el critcrio de la rafz es 


film*- 'T i [(^)T =,, "(^)" - 

= 1 = 1 = _L = _L < !, 

Iim - [C 1 + ^r) 2 "] * [ lim " + ^r) 2 "] * e 

con locual converge absolutamente la serie £*“(-l) n+l (^2^) " y portanto tambiin converge, 
b) La serie £+“ (s+f ) es lal que el li'mite de su tgrmino general es 

lim = e lim "(^- , ) 2n = e Um " ' P ” = e Um “ * = e 2 / 0, 

asi que la serie diverge. 

!► 9.46 Esludiesc cl carticler de las series 

a > b > 


RESOLUCI6N. a) Considerando la serie de los valores absolutos 5 „1 4 „ , y teniendo en cuenta que 
la serie 577 es convergence, al ser geom&rica de razdn r = g con |r| < 1, si calculamos el li'mite 


1-(!)"' 


por el segundo criterio de comparacidn, se concluye que la serie Yln=\ 5 ..i 4 n . es convergence. Como 
consccuencia la serie 1)" +1 5 „ 1 4 „ es absolutamente convergente y por tanto convergence. 

b) La serie de valores absolutos , es tal que su tirmino general vcrifica que t „ * t .„ < 

^7, Vn e N, y como la serie £ jrr = (t)" es convergente al ser geomitrica de razdn r = £, por 

el primer criterio de comparacidn la serie es convergentey la serie ^*”(-l) n +i t „ ‘ ... 

es absolutamente convergence y cn consecucncia convergence. 


I ► 9.47 Sabicndoque 


^ n 2 6 


^ (2n) 2 24 yqUC X^(2n-l)2 8' 

RESOLUCI6N. Multiplicando por £ y teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de las series conver¬ 
gent, la serie dada queda 


fr 2 £ _ £ 1 _ 1 

6 4 _ 4 n 2 ~~ 4n2 = 2 -^ (^p’ 
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•' lo que prueba el valor de la primera si 
2^ n 2 ~ + 2 a+ P + 4 5 + 


Para la segunda, a partir dc 

J_ 1 1 

H n 2 + (n+ 1) 2 + ' + (2n - l) 2 


(! + 32 + 5 2 + •" + (2n _ !)2 + " ) + ( 2 2 + 4 2 + 6 2 

+ OO j + OO | 

^ (2n - l) 2 J2rf' 



sc liene que 


I 1 1 7T 2 7T 2 (4 — 1)7T 2 7T 2 

(2n - l) 2 = (2«) 2 = T _ 24 = 24 = T’ 

donde la reordenactin de idrminos ha sido posible dada la convergencia absoluta dc las series que inicrvie- 
nen en el proceso. 


9.48 Calcdlese la suma de la serie 

+ f _!_ 

l 2 + 2 2 + 3 2 + ■ • ■ + n 2 


RESOLUCIOn. Teniendo en cuenta que la suma del denominador es 

! 2 + 2 2 + 3 2 + ... + „ 2 = 2<!L+iH?!LLl), 

segun el Problema propuesio 1. 11. se liene que 

I 1 +2* +3 1 + - + n* = 6 ^n(n+ l)(2n + 1) = ®^(n + n+ l ~ 2« + 1) 

-*[■ +2 5 + ( 2 I - s) +2 I + H - 0 +2 S 

♦(•MM 

-HG-M-i- )] 
•MMM )l 

= •['♦2-2(1 i )] 21.2), 

ya que la scric del par£n(esis liene suma conoeida que es In 2, v4ase Kjemplo 10.19 o Seccidn 9.6. 


’9.49 HAIIese lai 


i de la serie 


s 


(5n - 2)(5n + 3) 
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RES0LUCI6N. Primer mtlodo: 

Comocs i i r _i_i_l 

_ (5n - 2)(5n + 3) 5[5n-2 5n + 3j’ 

cl i£rmino general de la sucesidn de sumas parciales { s n } esld dado por 

+ (srT-"7 _ 5n - 2) (fin — 2 _ 511 + 3)] 

= I [i-!—I 

5 [3 5n + 3j 

y por tanto 

S (5n - 2)(5n + 3) = "n" 1 *" = 5 (3 " to+l) = 15 ‘ 


Segundo mitodo: 
Como es 


(Sn+3)(5n+8) _ 5h - 2 _ an + P 
, _ A 5n + 8 an + 7’ 


la serie es hipcrgeomdtrica sicndo a = 5, /3 = -2 y 7 = 8, y como es q < 7 - 0, la serie converge siendo 
-7a\ _—_ -5 _ 1 


'5-2-8 -5 15’ 


resultado coincidenie. 


!► 9.50 Analicese la validez de la igualdad 

Sd + (") + e (2) + - + D = 2^ r >' 


RESOLUClbN. Teniendo encuenia quc (J|) + (") + (2) +■ + („)= 2 " sc licneque 

S (S) + (7) + (5) + - - - + (») = S = 5 Pe)" = = 2^7 

al (ralarsc de una serie gcomllrica de razdn r = ^. 

Problemas Propuestos 


9.1 Dcmudslrese que la succsidn 0,5, 0,55, 0,555,... converge a |. 

9.2 ,-.Puedc ascgurarsc quc (oda succsidn mondlona decrccienlc y acoiada infcriormcnic por 1 


(iene limile 
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9.3 Cada uSrmino de la sucesidn dc numcros rcalcs {a„} cstd dado por 


■ 5 n - 1 

I 5" ’ S ‘" C! 

" 5 n + 1 

■ 5" ’ S1 ' ie! 


b) de la sucesidn \/e> \Je\/e , y eJe\/e ,.. 


9.6 Encu6ntrense dos sucesioncs {a„} y {b n } tales que su Untile se presentc en la forma indeterminada [oc 
siendo una convergente y la olra divergent. 


9.8 Demueslre el criterio de la media geom£trica para la convergcncia dc sucesiones que sc establccc cn la 
forma: Si la sucesidn de tenninos posilivos {o„} es lal que lim„ a n = L, entonces 


Como aplicacidn calculese el llmitc 




, 2" +1 +1 
* , " n c) + (;) + ■■•■* 


f 1 / 2 3 5 s , 8® . (3n - l) 2n+, M 

h ™ [(n + l) 2 U 2 + 8 4 + ll 6 + ' + ( 3n + 2 ) 2n )\ 


9.11 H£llese 
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9.12 Dctcrmfncnsc los limitcs 


fir -2 it- 3 2 it-4 3 jr-(n+l)"\ .... ../"~2 3 2 4 :i (n + l) n 

a) 1 n" (;n + 1 T¥ + TTY* + "' + n-n~ ) b) 'n m V V~2? ' ,-n» 

9.13 Sicndo p y q numcros rcalcs positives, obtbngaxc la rclacibn cnirc cllos sabicndo quc se verifica la igualdad 


9.14 Expliqucsc la siguicntc aparcntc paradoja: 

micntrasquc S' — t—^—— / S' 7——ttt. 

“ n(n + 1) ; (n + l?! 


^n(n + l) ^(n + 1)!' 


9.15 Comprubbcsc quc la scric I* 1 verifica la condicibn ncccsaria de convcrgencia y sin embargo 


9.16 Si 


ic dc numcros rcales convergentc, analiccse cl carSctcr de la seric b n sicndo 


9.17 Analiccsc la convcrgencia dc las series 


9.18 Estudicsc cl carrier de las scries 




9.19 Estudicsc la convcrgencia dc la scric 

^!!^i cos _L 
,1e1 m +1 » 2 

9.20 Demubslrese quc dado cl numero real n / 0, la serie geomblrica S.n = \ 1 converge cuando es |r| < 1 

9.21 Obtbngasc la irate ibn generatri/. de cada una de las cxpresioncs deciniales siguientes: 

a) 0,555..., b) 21,030303.... c) 0.0332626... 

9.22 Utilizando cl primer criterio de comparacibn. analiccse el cardcter de la serie 
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9.23 Utilizando el primer critcrio de comparacidn decfdase el cardcicr de las sc 

b ’S<^ 

9.24 Mediante los dos critcrios de comparacidn, prudbcsc que la serie 

y _ \ _ 

es una serie convergente. 

9.25 Si a n es una serie convergente, analfcese el cardcter de las serie 

|t73- 

9.26 Utilizando el primer cntcrio de comparacidn, decfdase el cardcter de la sc 

S(=TT )’ 


9.28 Por comparacidn decfdase el cardctcr de las series 

3) ^ (n+ l)(n + 2)(n + 3)’ b) ^ n* ' 

9.29 Utilizando el primer criterio de comparacidn comprudbcse que la serie 

("+»)! 

es convergente. Teniendo en cuenta la convergencia de esia serie, dcmudstrcsc que la serie 
tambidn convergente. 

9.30 Decfdase sobre la validez de la igualdad 

2tr" + 3e" 


Y 27r»+3e" =3 _^ +2 e 
^ 5" 5 - Jr 5 - c 


9.31 Analfcese mediante el criterio integral el cardcter de la serie 
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9.32 Estudicsc cl cardctcr dc la scric 



9.33 Estudicsc cl cardctcr dc las series 




yS 2■4 ■ 6 ■ ■ ■2n 
b) 4'3-5-7 - (2n + 1)' 


9.34 Estudiesc cl cardctcr dc las series 


^ / 4 ■ 7 ■ 10 ■ ■ ■ (3n + 1) 

) ^\5- 81 l -(3" + 2 )/ ' 


4-7 - 10■••(3» + 1) ^ ^4.7. I0...(3n+ 1)^ 

a) "j 5 • 8 • 11 • • ■ (3n + 2) ’ 


Como consccucncia del rcsultado obtenido analicese la validez o no de la siguiente afirmacibn: “Si st 
multiplican tdrmino a tdrmino dos series divergentes sc obticnc oira scrie divcrgenie”. 

9.35 Siendo a un numcro real, a > 1, estudicsc segun sus valorcs el cardcter de la serie 

£(=rrf 


9.36 Analicese cl cardctcr dc la scric 


^+00 2" + a" 
2^n=l 3" 


segun los valorcs dc a, a > 0, y si cs posiblc obtdngasc su suma. 
9.37 Hdllcsc cl valor dc cada uno dc los limites 

a) lim -—, b) lim 


9.38 Analiccse la validez o no dc la igualdad 




9.39 Analicese la convcrgcncia dc la series 

9.40 Determinese cl cardctcr de la scric 

D-»~ 


(\/5) n + (\/5) 
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9.41 Dada la succsidn {a„} con a„ > 0, Vn e N, sicndo a n+ i < a„ y lim„ a„ = 0, cnlonccs la serie allcrnada 
Hnri( _1 ) n+I< »n cs convcrgcnie porcl crilcrio dc Leibniz. 

Demu£stresc quc si s = 5Z*f° 1 (-l)'‘ +1 a n es la sumadc la serie se verifica quc |s - s„| < a n +i- Es 
decir, "el error quc se comcic al lomar como suma dc la serie la suma dc los n primcros idrminos cs, en 
valor absoluio, menor que el primer igrmino dcsprcciado y del mismo signo quc dsie”. 

9.42 Esliidiese la convergenciay analfcesc la posibilidad dc obiener la suma dc la serie 


£(-D nH 


6n + 9 
n 2 + 3n + 2 


9.43 Esliidiese la convergenciade las series 

9.44 Hillese la suma de la serie 

s— 

9.45 Deiermfnese cl caricicr dc las series 

»E^rr- 


9.46 Esliidiese el carScier de las series 


*>£ 


sen(2n + 1) ( — l) n ~ > ~ 1 rf 


_ M V'izii— 

(In 5)" ’ ^ (n+1)! 


9.47 Sabiendo que 4* = £ y que ^ = fj. prudbescque 

+ 2 ? (- I)' 1 * 1 77 ^ 

^ n 2 12' 


9.48 Calciilese la suma de la serie 


9.49 H£llesc la suma dc la se 


^l+2+3+-+n 

E * 2n + 1 

n=i 2n 2 (» + l) 2 


9.50 Sabiendo que 4, = ii, calciilese el valor de la suma 

! i 1 _1_ 

T + 1+3 + 1 +3 + 5 + '' + 1 + 3 + 5+ - +(2,1 - 1) + 
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Series de potencias 


En este capltulo... 

10.1 Sucesiones de lunciones 

10.2 Series de lunciones 

10.3 Series de potencias 

10.4 Derivacidn e integration de series 
de potencias 

10.5 Desarrollo de una lunciOn en serie 
de potencias 

Problemas resueltos 
Problemas propuestos 
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10.1. SlICESIONES DE FlINCIONES _ 

En forma anSloga a como sc dcfincn las succsioncs dc numcros rcalcs sc pucdc cstablcccr el concepto 
de succsibn dc funcioncs cn la quc sus tdrminos son funcioncs dcfinidas cn un conjunto dado dc numcros 
rcalcs. Para cada punto dc csic conjunto la succsibn dc funcioncs sc convicrtc cn una succsibn numdrica. Si 
esta succsibn numdrica converge cntonccs la succsibn funcional sc dice convcrgcntc cn cl punto. 

Considcrando para cada punto x cn quc la succsibn numdrica rcsultantc dc la scric funcional converge 
y teniendo en cucnta su limitc podemos definir una funcibn / quc asigna al punto x cl li'mitc dc esta serie 
numdrica. A la funcibn / asf dcfinida se Ic llama Umite puntual de la succsibn funcional dada. 

Propiedadcs notables de las funciones quc forman los tdrminos de la sucesibn como la derivacibn o la 
integracibn no sc transmiten, cn general, a la funcibn limite puntual por lo cual cs nccesario introducir el 
concepto de convergencia uniforme de una succsibn dc funcioncs, cn la cual la proximidad de las funciones 
dc la sucesibn a la funcibn limitc, a partir de cieno tdrmino, cs independiente del punto que se considere. 

Por analogia con las series numdricas la suma formal de los tdrminos dc una sucesibn dc funciones 
nos introduce cn cl algoritmo dc las scries funcionalcs, en la cualcs su convergencia puntual uniformc y 
absoluta son las dc la succsibn corrcspondicntc dc sus sumas parcialcs. 

Especial interds licncn las scries dc potcncias, cuyo anblisis dc convergencia lienc una metodologia 
muy dcfinida y permiten rcprcscntar dentro del llamado intervalo dc convergencia a la funcibn limite por 
un polinomio ilimitado unico. 

Sea A un conjunto de numcros rcalcs y T = {/ : A -> R} el conjunto de las funciones reales dcfinidas 
cn A. Una succsibn {/„} de funcioncs dcfinidas cn A es una aplicacibn entre el conjunto de los numeros 
naturales y cl conjunto T. Al panicularizar las funciones de la succsibn en cada punto concreto dc A se 
obticnc cn ese punto una sucesibn numdrica. 


■ Ejemplo 10.1 Las funcioncs 


Mx)= t , h(x) = = r , h(x) = ± 


dclincn una succsibn funcional quc sc escribe {/n(x)} = 
la succsibn numdrica 


{/n(2)} = 


f4 4 _4_ 

\ 2’ 5’ 10” 


{ n^+l}’ Haciendoi 


i sucesibn x = 2 resulta 


Dada la succsibn {/„} dc funcioncs definidas cn A C R y siendo x 0 un punto de A, se dice que la 
succsibn funcional {/„} converge cn x 0 cuando la succsibn numdrica {/ n (x 0 )} cs convergenie. 

Si C cs el subconjunto de A formado por los puntos en los que converge la sucesibn numdrica obtenida 
dc la succsibn funcional {/„}, la funcibn definida en C como 

/: C —> R 

x i —> f(x) = lim/ F1 (x) 

sc llama limite puntual dc la succsibn funcional {/„} cn el conjunto C. 

Pcnsamos quc la dcfinicibn anterior sc asimila mejor si considcramos la reprcscntacibn de la Figu- 
Para cada x* dc C, k = 1,2,3,..., p, ... sc genera una succsibn numdrica convergente dada por 
/i(**). h(x k ), fi(xk), ... —> lim f n (x k ) 
y la funcibn limitc / sc define como 

f(x k ) = lim/„(xA,.). 

La situacibn sc describe dicicndo quc la succsibn funcional {/„} converge puntualmente a / en cl 
conjunto C, y se representa como 


lim/„ = /. 
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Figure 10.1 Interpretaci6n geom6(rica del limile punlual de la sucesidn {/„}. 

Teniendo en cucnla la definicidn de It'miic de una succsidn numdrica, la convcrgencia punlual de la 
sucesidn funcional {/„} se puedc definir dicicndo que la succsidn funcional {/„} converge punlualmcnlc 
a la funcidn / cn el conjunto C si para cada e > 0 y para cada x € C, cxislc un n 0 € M tal quc es 

1/nW - f(x )I < £, Vjl > III). 

■ Ejemplo 10.2 La succsidn funcional {/„(x)} = { } del cjemplo anterior vcrilica que 

lim /„(x) = lim =0, Vx e R, 

y por tamo la sucesidn funcional { } converge puntualmcme a la funcidn f(x) =0 en lodo R. 

■ Ejemplo 10.3 La succsidn funcional {/„(x)} dclinida como /„ : R —>(0; 1) donde f„(x) = {x}" es 
decir "la parte decimal de x elcvada a n" licnc por limite puntual la funcidn /(x) = 0, ya quc {x}'* = y" 
con y e (0; 1) y por tamo 

lim /„(x) = lim{x}" = limt/" = 0. 

En la dcfinicidn de limile puntual no dcpcndc de e y del punto considerado. Si el valor n u no depcndc 
del punto considerado en cl conjunto C y tan s6lo dcpcndc de e. se licne la convcrgencia uniforme. 

Sea {/„} una succsidn dc funciones deftnidas cn A quc converge punlualmcnte a la funcidn / en el 
conjunto C, se dice quc la succsidn funcional {/„} converge uniformemente la funcidn / en el conjunto C 
si para todo £ > 0, cxiste un numcro n 0 € M tal que sc vcrilica 

l/n(x) - /(x)| < £, Vn > llo y Vx e C. 

La deftnicidn dada nos mucslra que a partir dc n 0 las funciones dc la succsidn sc cncuentran demro 
dc una banda dc amplilud 2 e cenirada en la funcidn limite /, como inucstra la Eigura 10.2. 



Flgura 10.2 Inlerpretacidn geomdlrica de la convergencia unilorme. 
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Esclaroqucsi {/„} convergeuniformemcnica / cnionccs lambidn convergepunlualmeniea /, micn- 
tras quc la convcrgencia puniual no garantiza la convcrgcncia uniformc. 

El esiudio dc la convcrgcncia uni forme dc una sucesidn funcional medianic la definicidn resulia en 
general muy laborioso y convienc ulilizar condicioncs equivalcntes de m is edmodo manejo. Las mis usadas 
son el criierio dc Cauchy y la conocida como lfmile del supremo, que se concreian cn las proposiciones 
siguicnles. 

■ Proposicidn (Criterio de Cauchy) Sea {/„} una sucesidn de funciones definidas en un conjunto A C 
R. La sucesidn {/„} converge uniformemente en A si, y solamente si para cada e > 0 exisle un no e N lal 
que 

|/ p (r) - /,(z)| < e, 

para todo par de numeros nalurales pyq mayores que no y para lodo x € A. 

El fundamenio de esie criierio radica en cl hecho de quc loda sucesidn dc Cauchy de numeros reales 
es convergenlc. Esie criierio es convenience cuando sc quiere comprobar la convergence uniforme y no se 
conoce la funcidn limile. 


■ Proposicidn (Criterio del Ifmite del supremo) Sea {/„} una sucesidn de funciones definidas en A C 
R. La sucesidn {/„ } converge uniformemente a una funcidn f : A -> R si, y solamente si es 

li " rn fe{l /n ( I ) - /(l )|}] =0 ' 

■ Ejemplo 10.4 Analicemos la convcrgencia de la sucesidn {/„} de funciones reales definidas en [0; 1] 


/»(*) 


■{: 


x(l - nx), si 0 < x < 

si x > ^, para cada n e Ny cadax e [0; 1]. 


Por la definicidn es /„(0) = 0, y cn cada x e (0; 1] es /„(x) = 0 para lodo n que verifique n > i. 
En consccuencia {/„} converge punlualmenie a la funcidn / : [0; 1] —> R definida como /(x) = 0 en cada 
xe[0;l]. 

Para decidir si la convergencia es uniforme hemos de calcular 

Mm[sup{|/ n (x) - 0| :x e |0;1]}] . 


«*P{l/n(*)-0| :xe |0; 1}} = supj|/ n (x)-0|:xe [o; i] } 

Si ahora calculamos cl limile se (icnc 

lim (sup{|/„(x) — 0| : x e |0;1]}1 = lim — =0. 

y por lanio la sucesidn funcional converge uniformcmemc a la funcidn /(x) = 0 en lodo el imervalo [0; 1], 

■ Ejemplo 10.5 Esiudiemos ahora la convcrgencia de la sucesidn de funciones {o„} definidas en el 
imervalo [0; lj por 


0n(*) = 
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La succsi6n converge puntualmcnle en [0; 1) a la funci6n g(x) = 0,ya que q„(0) = 0, Vn € N y 
Vx € (0; 1] es g„{x) = 0, Vn > ±. Como es 

sup{l»n(z) -01 :x€ |0; 1)} = sup {|«/„(x) - 0| : x € [o ; ±] j 



sc licne que 

lim (sup{|</„(x) - 0| : x € (0; 1)}] = lim ^ ^ / 0, 

y cn consecucncia la convcrgencia de la sucesidn a la funcidn g(x) = 0 cn cl intervale (0; 1) no es uni forme. 
Por lanio cn cslc caso sc da solo la convcrgencia punlual. 

Convergencia uniforme y propiedades de la funcion limlte 

En eslc apartado sc analiza cl iraslado dc las propiedades de las funcioncs que forman la sucesidn a su 
funcidn Ifmile. La convcrgencia uniformc es una buena garantfa salvo para la dcrivacidn. 

■ Proposlcidn (Convcrgencia uniformc y acotacidn) Si {/„} es una sucesidn de funciones reales defi- 
nidas en A C R siendo todas ellas acoladas en Ay lal que converge uniformemenle a /, entonces f es una 
fitneidn acotada. 

■ Proposiddn (Convergencia uniformc y continuidad) Sea {/„} una sucesidn de funciones reales 
definidas en un conjunlo A C fly lal que cada /„ es una funcidn continua en un punlo x« e A. En esias 
condiciones si la sucesidn {/„} converge uniformemenle a la funcidn f : A R, se verified que f es 
tambidn continua en xo- 

Dicho coloquialmcnlc, el Ifmile uniformc dc una sucesidn de funcioncs conlinuas en un punlo cs una 
funcidn continua cn esc punlo. 

Esla proposicidn nos dice que si una sucesidn dc funciones conlinuas cn un punlo converge a una 
funcidn disconlinua cn esc punlo, cnlonccs la convcrgencia no cs uniformc. Tal siluacidn ocurrc cn cl 
siguicnlc cjcmplo. 

■ Ejemplo 10.6 Sea {/„} la sucesidn dc funciones dclinidas cn [0; 1) por f„(x) -- 7777771 para cada 
n € N y cada x e [0; 1). 

Cada funcidn /„ cs una funcidn continua cn (0; 1). Esla sucesidn cs lal que 
lim /„(<)) = lim 2 = 2 

y Vx € (0; 1] cs 

lim/„(x) - lim [ ^ ^ - (I. 

con lo cual {/„} converge punlualincnlc a la funcidn 



Como /(x) no cs continua cn 0 micniras que cada /„ lo es, la convcrgencia de {/„} a / no es uniformc. 
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■ Proposlcl6n (Convergence unlforme e IntegrablUdad) Dodo la sucesidn {/„} de funciones reaU, 
definidas en A = [a; fc] y que converge uniformemenle a la funcidn f : [a; b\ -> R- En etlas conditioner 
si cada una de las funciones f n es integrable en (a; 6] se verifica que / es tambten integrabU en (a, b\ y 
ademds se verifica que 

lim J f„(x)dx = J f(x)dx. 

■ EJempio 10.7 Como la succsidn {/„ } analizada cn cl Ejcmplo 10.1 definida como 

[ x(l — nz), siO < x < 

/n(l) = |o- 

para cada n € N y cada x € |0; 1), converge uniformemenle a la funcidn /( x) = 0 en [0; 1] debe verificar 
que ^ 

lim J f„(x)dx = J }(x)dx. 

En cfccio, cl segundo miembro es J 0 ' Odx = 0, y cl primer miembro esti dado por el limilc 
lim J f„(x)dx = lim^y x(l - nx)dx + OdxJ 

Y por tanto sc cumplc cl rcsullado de la proposicidn al cslar la succsidn cn las condiciones de la misma. 


Por lo visio con las succsioncs dc funciones integrates cabria esperar componamienio anilogo para La 
dcrivacidn. Sin embargo las cosas son bicn distinlas ya que dada la succsidn {/„} de funciones derivable* 
que converge a una funcidn /, dsta no licnc por qud ser una funcidn derivable c incluso en el caso en que / 
sea derivable, su dcrivada no licnc por qud coincidir con cl Ifmitc dc la sucesidn de las derivadas (f' n ) 

El comportamicnto de las succsioncs dc funciones dcrivablcs esti regido por la siguiente proposicidn. 


■ Proposicidn (Convergencia uniforme y derivabilidad) Si {/„} es una sucesidn de funciones deriva- 
bles con derivada finita en el conjunio A = (a; 6), verificando que para cada valor xq € (a: b) la sucesidn 
numirica {/„(£<>)} es convergent y que la sucesidn de sus derivadas {f'„\ converge uniformemenle en 
(a; 6), enionces la sucesidn funcional \f „} converge uniformemenle a una funcidn f derivable en (a: b) y 
se verifica que 

}'(i) = lim/;(i), Vj € (a; 6). 


Existcn. no obstante, succsioncs funcionales tales que la succsidn dc sus derivadas converge a la de¬ 
rivada dc su funcidn limilc sin vcrilicar lodas las cxigencias dc la proposicidn anterior como vemos en el 
siguiente ejcmplo. 

■ Ejemplo 10.8 La sucesidn de funciones {/„} dc (0; 1) en R dadas por 

converge uniformemenle a la funcidn nula y cl limilc dc la sucesidn de sus derivadas verifica que f\x) = 
lim„ f'„(x), Vx € (0; 1). 

En cfccio, Vx € (0; 1) es 

lim/„(x) = lim-— = 0, 

" » 1 + it rH 
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f’ < \ _ 2n U + ri 2 x 2 ) - 2 n 2 x ■ x 2 _ 2x 
/nW “ (1+nVp " (1 +«***)*’ 
como/^(x) >0,Vx€ (0; 1), /„ cs una funcidn crccienleen (0; 1) y por tanto 


limsup (|/ n (x) -/(x)| :if (0; 1)} = limsup || ^ - o| :if (0;1)| 

= lim sup | t +" t 2 x 2 : x e (°i 1 ) | = lim ^ + 2 = 0 


y por (anlo la convcrgcnciaes uniformc. 
Como /'(x) = 0 y Vx € (0; 1) es 


" v ' “ (l + ,i 2 x 2 ) 2 ’ 

o paracadax € (0; 1) cs /'(x) = lim n /'(x). 


10.2. Series de funciones 


Definicion de serie funcional. Tipos de convergencia 

Si {/„} es una succsidn dc funciones dclinidas cn un conjunto Ac R y se considcra la succsitin {.s„} 
obtcnida de la anterior haciendo. Vx e A, 

*.(*) = /.<*) 

S'2(X) = f\(x) + / 2 (l) 


s n (x) = U(x) + / 2 (x) + ■•■ + /„(x), 

se llama serie funcional de t^rmino general /„ al par ({/„}, {*',.}) y sc representa conio - 

A la succsidn {s n } sc Ic llama succsidn dc sumas parcialcs de la serie y .s„ es la sunia parcial ocsnna 
dc la serie 

Nos intcrcsa csludiar la convcrgcncia dc las scries funcionalcs y cxislcn ires tipos de convergencia: 
convcrgcncia puntual, convergencia uniformc y convergencia absolula. 

La serie In converge punlualmenie a una funeidn s cn un conjunto A C R cuando la succsilin 

{s„} converge puntualmcntc a sen A. Locual significaquc paracadax € A la serie numtSrica /"W 
converge a s(x). La funcidn s se llama suma de la serie /„ y esto se escribe conio 

£ /-=- 

La serie £+“ }„ converge absoluiamenie cn el conjunto A C R cuando la serie 'j |/„ | converge 
puntualmcntc cn A. 

La serie f„ converge uniformemenie a la funcidn s en un conjunto A c R cuando la sucesidn 

{s n } converge uniformcmente a ,s en A. 
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De las dcfinicioncs dadas y tcniendo cn cucnia la convergencia absoluia dc series numbneas y la rela- 
cibn cnirc convergencia puntual y uni forme de succsioncs funcionalcs, sc ticnen los siguientes resultados. 

1. Si la scric fn converge absoluiamcnic cn un conjunio A C R, cnionces i /" converge 

puntualcmcnic cn A. 

2. Si la serie f n converge uniformcmcntc a una funcibn s cn un conjunio A c R, enionces 

fn converge puntualmcntc a s cn A. 

Criterios de convegencia para series funcionales 

El cardcicr dc cada seric funcional f n cs cl mismo que el dc la sucesidn {* n } de las sumas 
parcialcs dc la scric. 

Ademds hemos dc tener presente que cn cada punto x del conjunio A cn que se definen las funciones 
se licnc la serie numbrica f n (x) cuyo esiudio ya conoccmos. 

Con esias considcracioncs sc csiablcccn los siguientes criterios: 

■ Criterio de Cauchy para la convergencia puntual La serie funcional 5^*, fn converge puntual- 
mente en el conjunio A C R si. y solo si. para cada e > 0 y para cada x € A existe un no € N tal que 
Vn € N con n > no y Vfc € N se verifica que 

\f„ + i(x) + f n+2 (x) + ■■■ + f n+k (x)\ < e. 

■ Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme La serie funcional fn converge uniforme- 
mente en un conjunio A C R si, y solo si, para cada e > 0 exisle un no € N lal que Vn € N con n > no y 
Vfc € N se verifica que 

l/n+i(x) + fn+2{x) + • • • + /„+*:(x)| < e, para lodo x € A. 

■ Criterio del Ifmite del supremo La serie funcional fn converge uniformemente en A C R a la 
funcidn s : A -> R ji, y solo si. es 




sup {|s„(x) - s(x)|} 


= 0. 


■ Criterio de Weierstrass: condicibn suficiente para la convergencia absoluta y uniforme Dada la 
sucesidn {/„} de funciones definidas en A C R y sea {A/„} una sucesidn de numeros reales tal que para 
lodo n € N ypara lodo x € A verifica que |/„(j-)| < M n . 

En esias condiciones, si la serie numdrica A/ n es convergente. enionces la serie funcional 

fn converge absoluia y uniformemente en A. 

Estc criterio cs un buen recurso dc cbmoda aplicacibn cn muchos casos. 


■ Ejemplo 10.9 La seric funcional cs absoluta y uniformemente convergente en lodo R 

ya que al considcrar la succsibn { } sc licnc que 

0 <|sgjy) a |< jl, 


Vn € N y Vj- € R, y la serie es convergente. 
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Comportamiento de las serie funclonales uniformemente convergentes res- 
pecto de la acotacldn, continuldad, Integrabilidad y derivacldn 

Tcniendo on cucnln las propiedados de las succsioncs funcionales uniformonicnle convergentes cn 
cuanto a las propiedados bdsicas del cdlculo, sc tienen los siguientes rcsultados: 

■ Proposition 

/. Si la serie de fundones In converge uniformemente a una funcidn s en el conjunto A C R y 

cada una de las funciones /„ estd acotada en A , entonces la funcidn s estd acotada en A. 

2. Si la serie defuciones f n converge uniformemente a una funddn s en el conjunto /IcR v cada 
una de las funciones f„ es continua en el punto x u € .4, entonces la funcidn s e.v continua en x 0 . 

3. Si la serie de funciones /„ converge uniformemente a una funcidn s en el intervalo [a; l»] y cada 

una de las funciones f„ es integrable en [a; 6], entonces la funcidn s tambidn es inlegrable en [a; 6] y 
adenitis se verifica que 

E [ /-(*)«** = jf E f'^ dx = [ s ^ dx - 

Es decir. "la serie numdrica obtenida al integrar tdrmino a tdrmino es convergentey tiene por suma la 
integral de la suma de la serie dada ". 

Respccto de la derivabilidad el proceso no es (an sistcmdtico, ya que la convergcncia uniforinc de la 
serie no garantiza el (raslado de la derivabilidad a la funcidn s suma de la serie. Pcro incluso cn el easo de 
(ransmitir la derivabilidad no se tiene garantia de que la serie obtenida al derivar tdrmino a tdrmino eonverja 
a la derivada de la suma. es decir. no sc puedc asegurar la igualdad 

E/» = (2/"<*>) = s 'w- 

Hemos de anadir m4s condiciones para lener csos dos importantes rcsultados concretdndose ttxlo ello 
en la siguiente proposition. 

■ Proposicidn Si la serie de funciones fn es 1 al que cada una de sus funciones es derivable en el 

intervalo (a: b), la serie f' n es uniformemente convergente en (<i; b) y ademas existe un x 0 € (a; b) de 
forma que la serie numdrica fn( x ) es convergente, entonces la serie funcional /„ converge 

uniformemente en (a; b) a una funcidn f que es derivable y verifica que 

A*) = 

10 . 3 . Series de potencias_ 


Un caso particular de las series funcionales son las scries de potencias. cuyo estudio es muy sisicniaiico 
y presentan aplicaciones notables como la expresidn de funciones en forma polindmica. el cdlculo de li'mi- 
tes complicados o la suma de algunas scries numdricas cuyo cdlculo por otros procedimienlos tiene gran 
dificuliad. 

Si a es un numcro real, la serie funcional dada por 

sc llama serie de potencias ccnlrada en a. Los numcros reales «„ que rcsullan al variar n se Hainan cocli- 
cicntcs de la serie. 
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Al cstudiar las series de poicncias sc licne una escritura mds edmoda si sc considcran las series ccntra- 
das cn ccro, cs decir la de la fomia a„i n ya que por simple iraslacidn conoceremos las propiedades 
de las series ccniradas cn cualquier olro punlo. 


■ Ejemplo 10.10 



(x - 2)" cs una scric de potcncias ccnirada < 
(x + 1)" cs una scric de potcncias ccnirada i 
x" cs una scric dc potencias ccnirada cn cen 


2 , 


Dada la scric dc poicncias a n x" nos imeresa conocer el conjunio dc punios de la recia real para 
I os cuales converge. Esle conjunio se llama campo de convergenciadc la serie o inlervalo de convergence. 
Obienido el campo de convergcncia lendremos que analizar si la convcrgencia cs sdlo punlual o si exisle 
convcrgcncia absolula y lambidn si la convergence es uniforme o no. 

Esic andlisis dc la convcrgcncia sc concreta leniendo en cuenta los siguientes rcsuliados. 


■ Proposition (Exislencia del radio de convcrgcncia y del inlervalo de convcrgcncia) Sea la serie de 
potencias YlnTo «ni" • relacidn a ella podemos afirmar: 

1. Si la serie converge para el valor x 0 ^ 0 entonces converge para todo numero real x que verifique 
|x| < |x 0 |. 

2. Si la serie diverge para el valor i| entonces diverge para cualquier valor de x que sea |x| > |xi |. 

3. Asociado a la serie exisle un numero real r > 0, pudiendo ser r = +oo, lal que la serie converge 
absolutamente si |x| < r y diverge si |x| > r. Al valor r se llama radio de convergencia de la serie, el 
cual determina el llamado inlervalo de convergencia de la serie dado por (-r; r). 

■ Ejemplo 10.11 frr converge para x 0 = 1 (pues jrr es geomOlrica dc razdn |) por lanio 

converge para los x laics que |x| < 1. 

diverge para xi = 3 (pues 5Z,t°o §rr = es geomdirica de razdn |) y por lanio 

diverge para los valores de x laics que |x| > 3. 

El radio dc convcrgcncia sc puede deicrminar ulilizando los dos rcsuliados siguiemes: 

■ Proposicidn Dada la serie de potencias a„x n y siendo 

lim = L, 

podemos afirmar sobre el radio de convergencia: 

1. Si L e (0; +oc) es r = 

2. Si L = 0esr = +oo, 

3. Si L = +oo es r = 0. 

■ Ejemplo 10.12 La serie 
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con lo cuaJ su radio de convergence es r = 2 y por lo anterior el intervale de convcrgcncia es (-2; 2) y la 
serie converge absolutamente si x e (-2; 2). 

■ Proposlddn Sea la serie de polencias a„ i" donde es a n > 0, Vn e N y 

lim | | = L, 

en estas condiciones se liene: 

1. Si L € (0; +oo), entonces es r = 

2. Si L = 0, entonces es r = +oo, 

3. Si L = +oo, entonces es r = 0. 


■ Ejemplo 10.13 La serie JZ*f^ {n+Vil ^'* cs ,a ' A 06 

“ I «» I " L (» + 2)! n 3 + 1 J 

(n 2 + 2 n + 2)(n + 1)! 


■ n 3 + 2n 2 + n + 2 


con lo cual es r = +oo y la serie converge para todo numcro real. 


Dada la serie de potencias “n 1 " con radio de convcrgcncia r > 0 y siendo ay b valores talcs 
que -r < a < b < r,se verifica que la serie converge unirormeincntc cn el intervale [a; b], Dicho de olro 
modo, las series de potencias convcrgen uniformcmcnte en todo intervalo cerrado contcnido cn el intcrvalo 
de convergence. 


■ Proposicidn Dada la serie de polencias JZ*Zo a„i'* de radio r > 0 podemos afirmar: 

1. Si la serie ^ZZZo a n r " es convergente, entonces ^Z^Zo Oni" converge uniformemente en [0; r). 

Y de forma andloga 

2. Si la serie 5Z„Zo a "( —r )" es convergente, entonces £^ 0 a n x n converge uniformemente en [ — r; 0|. 


Considerando los resultados antcriores un proccso sislemdlico para el estudio de la convcrgcncia de las 
series de potencias JZ^Zo “n 1 " es cl siguiente: 

1. Sc calcula el radio de convergcncia r. 

2. Se determina el cardcter de las series 5ZnZo a n r " y 5ZnZo a n( _r )" ■ 

a) Si las series 5ZnZe a n rn y 5ZnZo a n( -r )" convergen, 

entonces a„x" converge puntual y uniformemente cn |-r; r] y liene convcrgcncia ab- 
soluta en (-r; r). La convcrgcncia absoluta en r y - r sc esludiard cn cada caso. 

b ) Si las series 5ZnS a n r " y 5ZnZo a n(-r) n divergen, 

entonces 5ZnZo a n-r n converge puntual y absolutamente en (-r; r) y uniformemente en todo 
intervalo cerrado (a; 6) con (a; 6) C (-r;r). 

c) Si converge una sola de las series numdricas extremas, por ejemplo JZ*fJ a„ r ", 

entonces la serie JZ^On^" converge punlualmentc cn ( —r; r] y uniformemente en lodo 
intervalo |a;r) C (-r; r]. La serie converge absolutamente cn (-r; r) y la convcrgcncia ab¬ 
soluta en r se decidird mediante el estudio directo. Situacidn andloga cn cl caso cn que solo 
converja la serie 5ZnZo a n( _r )"- 
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Si sc traia de una serie ^=0 a "( x - «)" cenirada en a / 0 cl esiudio es idtSntico. Calculado cl radio 
de convergencia r, y sicndo r / 0, la scric converge punlual y absolutamente cn el intervalo (a - r; a + r) 
y uniformcmentc en todo intervalo ccrrado [c; d| tal que [c; d\ C (a - r-,a + r). Obtenido el carrier de las 
series correspondicntes a los puntos extremos del intervalo, a — rya + r, se siguc el mismo proceso que el 
descrito para la serie cenirada cn cero a n x n . 

■ Ejemplo 10.14 La serie £+“ (2^+f)" in> del E j cm P l0 1012 tiene radio dc convergencia r = 2. 
Como las scries 

|(sri)‘<-*»■-S«-«’(5m)‘ ' 

- 5(a^r)'- 

son divergentes, pues su t£rmino general no tiene Kmite cero al ser 

''"Gn+l) = e } =e " =C ,5:rFT=e = 7^°’ 

en consccucncia la scric dada converge puntual y absolutamente en el intervalo (-2; 2) y converge unifor- 
memente en todo intervalo ccrrado contenido en (-2; 2). 

10.4. PERIVAClbN E INTEGRAClbN DE SERIES DE POTENCIAS 

En las series de potencias que convergen uniformemente se trasmiie la acotacidn, la continuidad, la 
integrabilidad e incluso la dcrivabilidad de las funciones sumandos a la funcidn suma de la serie. Los 
rcsultados de mayor aplicabilidad son los siguientes. 

Dada la serie de potencias £,t^o “n 1 " con radio de convergencia r > 0 y consideramos la serie 
na„x n ~ 1 obtenida derivando tgrmino a tgrmino en la serie anterior. Esta serie se llama serie de- 
rivada de la primera. 

■ Proposicidn (Derivation de series de potencias) Sea a n x n una serie de potencias con radio 
de convergencia r > 0 y sea 2^“ HOnX" -1 su serie derivada, en estas condiciones podemos afirmar: 

1. Las series $2n^o a n x n y 2^,t?i na n x n ~ l lienen el mismo radio de convergencia. 

2. Si s es lafuncidn suma de la serie 2^fo “n 1 " en intervalo ( —r; r), entonces s es derivable en ese 
intervalo y la serie derivada 2^“ "a n x n ~ l tiene por suma s' en (-r;r), 

^nanx"- 1 =s'(x), Vx €(-»■; r). 

3. Lafuncidn s, suma de la serie Y^n°°o a nX n , se puede derivar indefinidamente en el intervalo (-r: r) 
siendo su derivada de orden k la suma de la serie obtenida al derivar hasta el orden k la serie 

“n 1 " • es decir, 

Y, n(n - l)(u - 2)... (n - k + l)a n x'‘~ k = *«*>(*). 

■ Ejemplo 10.15 La serie de potencias x" es tal que 

lim i/|a„| = lim = 1, 
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por lanto su radio de convcrgcncia es 1 y la serie converge en ( -1; 1). Como la succsidn de sumas parcia- 
les /„ es 

fn(l) = 1+ I + I 2 + - +I n = — 

ysies|i| < 1 seiienequelim n / n (i) = = s(i) = Endcfiniiivacs 

£>" = ■^4-, Vie (-1;1). 

Derivando en ambos miembros se tiene que 

»«<-*■) 

y derivando en esta igualdad se tiene 

y asi sucesivamcnte en un proceso de derivacidn ilimitado. La igualdad 
rb = E in - Vie (-1:1) 

nos dice que la funcidn s(i) = coincide con un “polinomio de infinitos sumandos” 


E* n 


+1 +1 2 + ■ • •+i n +... 


en el intervalo (-1; 1) y nos invila a plantearnos en qu6 condicioncs una funcidn admitc esta rcprcscntacidn 
tan favorable en forma dc "polinomio". La respucsta la tcncmos ccrcana con los desarrollos en scric de 
potencias. 

■ Proposiddn (Integracidn de series de potencias) Si la serie de potencias “ni" tiene radio de 
convergence r > 0 y converge a la funcidn s dada por s(i) = Xlnj’o «„i n , Vi e (-r; r), entonces la 
serie de potencias J2n^o ^fT in+l obtenida integrando tirmino a tirmino en la serie dada, tiene tambiin 
radio r y converge a la integral de s , es decir, 

m a n t"dt = 2^ T ^ + ‘ =1 


■ Ejemplo 10.16 Sabemos del cjemplo anterior que i" = 777. 1 € (-1; 1). Si integramos 
tdrmino a tdrmino se tiene 


+°o ! +00 n+l ,x . 

Ej [ tndt = E = L r~t dt = 1 " ln(1 ” t}| » 

= - ln(l-i) + lnl =-ln(l-1) = Ini—j- 


Vi e (-1; l),con loquccs 


E„+i ln |i-i|’ 


Vi € (-1; 1). 
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Consecucncia del resuliado anterior, si hacemos x = 5, es quc 
V"-5-- = In —p = It 

(n + l)2"+> I-5 


Y dando valoresconcretosai6(0;l) lenemos la sumadc ciertas scries numdricasconcur 
principio, bastante complicado. Con cl resuliado anterior calculamos la suma de la serie X)n=i 


1 c£lculo, cn 

(n+l)2" + ‘- 


^j(»+l)2"+ 1 2 + ^(n+l)2"+* ln2 ’ 


se liene que (n+i>2"+ T = l n 2 — 5- 

Otra forma dc calcular la suma dc la serie ( n+ i)2 ~ 'V r cs la siguienie. Como 

^x" = 1 + X 2 + x 3 + ■ ■ • + x n + • •• = y^-j, G ( -1; *)■ 

intcgrando cn ambos miembros se tienc 

g jf ™ - gf^- [ -[ ' 1 T^ d ' - jf (■ - T^l) 

=/ ;-_ r . = _ [ |nii _ c _„ 

= - In |1 - x| - x = In |Y~f ~ x ' Vl G ( -1; 

Tenemos pucs la igualdad 

Vi6( - 1 ' 1) ' 

si ahora haccmos x = \ obtcncmos la suma pedida, sicndo 

^ (n+ 1)2"+' = _ 2 =ln2_ 2’ 

resuliado coincidcntc con cl obtcnido antcriormcntc. 


10.5. PESARROLLO DE UNA FUNClbN EN SERIE DE POTENCIAS 

Sean el numcro real r > 0 y la serie dc potcncias a„x n . La serie dada cs un desarrollo en serie de 
potcncias para la funcidn / cn cl intcrvalo I = r) cuando liene radio dc convergencia mayor o igual 
quc r y para cada punto x dc dicho intcrvalo sc vcrifica la igualdad 


f(x) = f a„i". 


■ Proposicidn (Desarrollo de una funcidn) Si «ni" es un desarnllo en serie de potencias de la 
funcidn f en I = (-r\r), entonces los coeficientes estdn dados por las derivadas de f en la forma 


/ (n) (0) 


= 0 , 1 , 2 ,... 
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■ Proposici6n (Unicidad del desarrollo) Si Y „- 0 «n* n > £+ ~o *on desarrollos en serie de po- 
lenciasde una funcidn f en I = (-r; r) entonees es a n = f>„, Vn e N. 

■ Corolario El desarrollo de una funcidn en serie de potencias es su serie de Taylor. 

Segun cl corolario anterior si una funcibn / cs desarrollablc cn scric dc potencias en cl intcrvalo / = 
(-r; r), cste desarrollo es su serie de Taylor, es decir, 


/(*) = £ z 


Vie {-nr). 


Pcro hemos de advertir que exislen funciones para las cuales su scric dc Taylor cs convcrgcnlc cn lodo 
punto x € R y, sin embargo, no son dcsaiTollablcs cn scric dc potencias cn ningun intcrvalo I = (- r; i ) con 
r > Oal no verificarsc la igualdad f(x) = £+“ cn algun punto dc cada intcrvalo / = (-r; r). 

Esto ocuttc con la llamada funcibn dc Cauchy / : R -y R definida como 




para la cual — 0,Vn € N y por tanto su scric dc Taylor ^ n!* 0 * J ” converge a 0 para lodo 

x € R y sin embargo la igualdad f(x) = Y»To ^r 1 x n , solamcme cs vblida cni = 0. 


■ Proposicibn (Operadones con desarrollos) 

I ■ Si ZtTo a nX n es el desarrollo de f en I\ = (— r |; r\) y Yn^o^nX" es el desarrollo de y en / 2 = 
(-r 2 ; r 2 ), entonees + b„)x" es el desarrollo de la funcidn f + y en I = (—r; r) siendo 

r = min{ri,r 2 }. 

2. Si Yn^o a nX n es el desarrollo en serie de potencias de la funcidn f en I = (— r: r) y X es un nutnero 
real, entonees Yn=o ^ a n-r" es el desarrollo de la funcidn Xf en I. 

3. Si Yt^o a "X n es el desarrollo en serie de potencias de f en I = (— r'i; i’i) y b„x” es el desa¬ 
rrollo en serie de potencias de y en I? = (-r 2 ; r 2 ), entonees r„.r". con c„ = ruA. *. 

es el desarrollo de la funcidn producto fy en el intervalo I = (- r; r) siendo r = min{ri, r 2 }. 


■ Proposicibn (Una condidbn suficiente para que exisla el desarrollo en serie de potencias) Si r es un 

nutnero real r > 0, se considera el intervalo I = (-r; r) y la funcidn f: I > R tal que es indefinidamente 
derivable, siendo sus sucesivas derivadas funciones acotadas en I. En estas condiciones f es desarrollablc 
en serie de potencias en I, es decir. 


■ Proposicibn (Una condidbn necesaria y suficiente para que una funcibn sea desarrollable en serie 
de potencias) La funcidn f : I -> R, donde I = (-r; r) para un cierto r > 0, tal que liene derivada tie 
cualquier orden en I, es desarrollable en serie de potencias en /, si y solo si, el tdrruino t omplemenlario 
de la fdrmula de Taylor tiene Umite cent en lodo x e /. 

Algunos desarrollos notables 

Tenicndo cn cucnta la unicidad del desarrollo cn scric dc potencias para una funcibn dada y considc- 
rando que dcnlro del intcrvalo dc convcrgeneia sc puede dcrivar c integrar tbrinino a tbrmino dicha scric, sc 
pueden obtener desarrollos dc interbs dc una forma scncilla. 
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Por integraci6n 

Observenios la scric gcomdlrica dc razdn x con |x| < 1 dada por 



como el desarTollo de Taylor es unico se lienc quc la funcidn cs desarrollablc en un cniorno dc ccro y 
dste cs cl anterior, por lanio 

= 1 + x + x 2 + x 3 + •• • +x" + .... |x|<l. (10.1) 

Si integramos la cxpresidn (10.1) igmiino a tdrmino sc oblienc 

J yiy dx = J (1 + x + x 2 + x 3 + • • • + x" + ...) dx, 

cs dccir, 

x 2 t 3 x n 

- In(l -i) = C + I+ — + — + 

dondc C cs la consianic dc intcgracidn. Para dcicrminarla sc calcula el Kmiie cuando x licnde a 0, y dado 
que In 1 = 0, resulia 

-ln(l -x) = X + y + y+ -+ ^- + ..., -1<X<1, 

de dondc 

ln(l-x) =-x-y - y-V - '”’ —1 < ^ < 1 (10.2) 

Si cambiamos x por -x obtcncmos cl desarTollo 

ln(l+x)=X-y + y-y + ... + (-l)" +, y +..., -1<X<1. (10.3) 

Rcstando las cxprcsioncs (10.3) y (10.2), dado quc las series son absolutamcntc convcrgcntcs dentro 
del intcrvalo dc convcrgcncia, rcsulta 


2 n r^x = x + '3 + t + ' + + " |I|<L 

Si en la expresidn (10.1) cambiamos x por -x rcsulta 

-i_ = 1 - X + X 2 - X 3 + ... + (-l)"x" + ... 1*1 < 1, 

sustituyendo en la expresidn anterior x por x 2 sc obticnc 

Yyyj = 1 -x 2 +x-‘ -x°+ -. + (-|)"x 2n + ... |x 2 | < 1 

Intcgrando tdrmino a tdrmino (10.6) sc llcga a 
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es decir, 

"•t g ” c + I -T + T + - + ,','"STT + • 

| siendo C la consume dc integracidn. Para dcterminarla hacemos cl Ifmitc cuando x -» 0, y dado que 
arctgO = 0, resulu C = 0 por loque 

ar ctgx = x-y + y+ ... + (-1)-^!!^ + ..., |x| < 1. (10.7) 


Por derlvacl6n 

Utilizando la dcrivacidn sc consigucn olros desanollos noublcs. Dcrivando la expresidn (10.1) oblc- 
nemos 


^-^ = 1+2i + 3x 2 +4i 3 + - • + ni"- , +|x| < 1. (10.8) 

Si nos proponemos sumar la scrie 

x 2 + 2x 3 + 4x 3 + • ■ ■ + rix n +1 + ... 
bastarfa con cscribir la serie anterior cn la forma 
x 2 + 2x 3 + Zx* + ■ ■ • + in" +1 + ■ ■ ■ = x 2 (l + 2x + 3x 2 + 4x 3 - 


w"-' + ..) = 


(1 -x) 2 ' 


en virtud de la expresidn (10.8). 

Por derlvacl6n e Integraclbn 


Dcrivacidn e integracidn pueden utilizarsc en forma conjunta para sumar determinadas series de poien- 
is. Asf, por ejemplo, si se trata de cncontrar la funcidn / dada por 


J ' ' 1 2 2 3 3 

observamos que si tuvidsemos 


('. + !)(« + 2) 

indo una vcz tendrfamos 


|x|<l, (10.9) 


(n + l)(n + 2)’ 

/ x n+2 V (n + 2)x n + l x n + 1 

V(n + !)(» + 2) ) ~ (n+ !)(« +2) " n + 1 


y derivando dc nuevo 




por lo que se obicndrfa la suma dc 1 + i + r+ x + 
exprcsi6n (10.1). 

Enionces a panir de (10.9) debemos escribir 

« x 2 x 3 x 4 

X f(x) = J - 2 + ^73 + J - 4 + " + 

dcrivando ambos miembros de la igualdad dos veces resulu 

(x 2 /(x))" = 1 + X + X 2 + X 3 + ■• ■ + x n + 


, cuyo valor es y-j-j, segiin la 
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vdase (10.1). Inicgrando una vcz 

(x 2 f(x))' = J = - ln ( 1 - x ) + c 'i 


2 xf{x) + x 2 f'(x) = - ln(l - i) + Ci 

calculandocl limilc cuando i -> 0, rcsulla Cj = 0 por loquc (10.10) se escribe como 
(* 2 /(a:))' = -ln(l-x). 


Una segunda inlcgracidn conduce a 

x 2 f(x) = J -\n{l-x)dx = J ln(l -x)d(l -x) = (1 -x)ln(l - x) - (1 - x) + C 2 , 
donde / In xdx sc inlcgra por partes. 

Calculando dc nuevo cl limilc cuando x tiende a 0 se oblicnc C 2 = 1. por lo que finalmeme para 
|x| < 1 cs 

x 2 f(x) = (1 — x) ln(l — x) + x obicn }(x) = 1 2 X ln(l - x) + 

Aplicacion a la suma de series numericas 

Con los dcsarrollos obtenidos podemos sumar cicrtas series numdricas con notable facilidad. 

■ Ejemplo 10.17 Para sumar la scric 



basta con tener cn cucnla que cs un caso particular dc la expresidn (10.1), con x = —, luego la suma vale 

1 _ 7T 

■ Ejemplo 10.18 Si sc trata ahora dc sumar la scric 

1 11 11 11 

3 2 3 2 + 3 3 3 4 3 1 + "' 

cl resullado es inmedialo pucs es un caso particular de la expresidn (10.3) con x = j. luego la suma es 
ln(l + i). 


■ Ejemplo 10.19 La suma de la scrie armdnica allernada, cuyo valor se adelanio en la Seccidn 9.6, es 
^(-l)’-'I =ln2, 

que rcsulla de sustiluir x por 1 cn la expresidn (10.3). 
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■ Ejemplo 10.20 El valor de la suma 


1 + 5 + 5 2 + 5 3 + ' ’ ' 

resulia como caso particular de la serie (10.8) con x = i, luego susliluyendo la si 


(l-i ) 3 16 ' 

■ Ejemplo 10.21 La suma de la serie jrrn- resulia de considcrar la igualdad (10.8) 

£ ni "' l = (T^’ con |x|<1. 


yhacerx = rcsuliando 




(i - !>’ 


Es evidenie quc la serie pucde sumarse lambiin observando que cs arilmtfiico-gcomtflrica y por lanio, 
v£ase la Seccidn 9.6, es 

1 = 2+2 - 1 

Resulia convcnienie conocer los desarrollos en serie mis usualcs, enire oiros: 
e I = l+ x + i r + i-+-+2-+.. 


2! 3! 

r = x-- + -- 


K-l)"; 


cosx = 1 -^ + ^-.•. + + 

in(i + x) = x-y + y-T + -" + (-i)" + ' 
arctgx = x- ^- + ^r-y+ - + ( -1 )"^ 


Como el dcsarrollo de Taylor cs unico, cambiando la variable convcnicnlcmcnic podcmos oblencr cc 
facilidad oiros desarrollos, como se mueslra en los cjcmplos siguicnies. 


■ Ejemplo 10.22 Calculemos cl desarrollo de Taylor cr 
Susliluyendo x por -x 2 en (10.11) obtcnemos 


,_ l2+ (z£!l! + iz£!)! + ... + b 

1 1 + 2! + 3! - 

1 - l2 + !f"¥ + '" + (_1) "? + 


Obsirvese que csie desarrollo es inlegrable lirmino a liSrmino, por lo que sorprendcnlemente se puede 
oblener / e~ z *dx, ahora bien la expresidn oblenida no estd cxprcsada como “suma Anita de funcioncs 
elementales”. 
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M Ejemplo 10.23 Calculemos cl dcsarrollo dc Taylor de son x 2 en un eniorno de ccro. 
Susliluycndox por x 2 en (10.12)sc liene que 


(T*) 3 (x 2 ) 5 


.... (g*) 3 "' 


(2n + l)! 

= Jr ' i _ 3f + “5! " + (_1) "(2 m + 1)! + ' 


Al igual que en el caso anterior, no sc puede lener una priniiliva dc sen x 2 conio suma linita dc funciones 
elcmcntalcs. pero se puede integrar idmiino a (dmiino el dcsarrollo obtenido para conscguir sus primilivas, 
conio suma no finiia dc funciones elcmcntalcs. 


■ Ejemplo 10.24 Calculemos cl dcsarrollo dc Taylor dc hC “ X en un eniorno del ccro. 

Susliluycndo sen x por su dcsarrollo (10.12) rcsulla 

Oira vcz nos cnconiramos con una funcidn que no licnc primiiiva conio suma linita dc funciones clc- 
mcniales. Pcro sc puede integrar idrmino a idrmino cl dcsarrollo obtenido. Adcmis nos mucstra que 


rcsullando la cquivalcncia dc los inlinildsimos sen x y x cn x = 0. 


■ Ejemplo 10.25 Calculemos el dcsarrollo dc Taylor dc ch x cn un eniorno del ccro. 

Comoeschx = j(e x + e'-'j.hacicndo uso dc la expresidn (10.11) lenemosel dcsarrollo dc e x , y el 
dee - - 1 si cambiamos x por -x. Tcnicndocn cucnta que cl dcsarrollo (10.11) cs absolutamcnic convcrgcntc 
por lo que cs posiblc reordenar la scric suma dc c x y e -x , para oblcncr 




2 

1 

2 


[( 1 + x + & + ¥ + "- + n + '") + ( 1 “ a: + &"lr + " , + (_1) "^r + ')] 
[ 2 + 2 || + 2 ^ + ' + 2 (lo ! + '-] =1 + l! + ¥ + - + (lo! + '- 


■ Ejemplo 10.26 Calculemos cl dcsarrollo de ^— cn un eniorno dc ccro. 

Hagamos ^ | Como cstamos cn cl eniorno del ccro ||| < 1, luego susliluycndo x por | cn 

la expresidn (10.1) rcsulla 



Para oblcncr cicrlos dcsarrollos dc Taylor limilados o iruncados dc produclos y cocicnics dc funciones 
cs muy convcnicntc rccurrir al producto dc los dcsarrollos o inversidn dc series para conscguir cl rcsultado; 
sin lener que calcular dcrivada alguna. Kilo cs nuevamente consccucncia dc la unicidad del dcsarrollo dc 
Taylor. Vcimoslocn algunos cjcmplos. 

■ Ejemplo 10.27 Calculemos cl dcsarrollo dc Taylor dc x 3 cos x 2 cn un eniorno del ccro hasla cl orden 7. 






i.*.*$.*$ ."t?-"S' 


r?-■'•'•••’**'' 
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se suslituye formalmenle x por ix, sicndo i = yf —I la unidad imaginaria, sc liene 



agrupando partes reales e imaginaria resulta 



que es la conocida fdrmula de Euler. e‘ z = cos x + i sen x, que propicia multitud de procesos en el Andlisis 
matemdtico. Uno elemental es la posibilidad de escribir las funciones cos x y sen x en forma compleja, pues 
al sere - ' 1 = cosx - tsenx, resultan 

cosx= l -(e»+e-") y senx = - e—). (10.11) 

Esta fdrmula relaciona a los cinco numcros mds imponantes de la Matemdtica, pues al tomar x el valor - 
sc obtienc la precisa y fant£stica igualdad e" r + 1 = 0. 

A panir de las fdrmulas (10.16), cambiando x por ix, resultan las expresiones 

sen(tx) = islix y cos(jx) = chx 

que rclacionan las funciones trigonomdtricas circulares con las funciones trigonomdiricas hipcrbdlicas. 

Introducir una variable compleja en los correspondicntcs desarrollos de variable real es una de las 
formas de extender al campo complejo las funciones usualcs del Andlisis real. 


Serie binomica 

La funcidn /(x) = (1 + x) m , siendo m cualquicr numcro real no entcro positivo. liene desarrollo en 
serie de polcncias dado por 

(i + .I- -■+(t)*+(” y+(;)**+••■+(“)'■+- ■ 

vilido para -1 < x < 1. Este desarrollo se llama dcsarTollo bindmico y la serie que aparcce es la conocida 
como serie bindmica. Si m es entcro positivo el dcsarTollo anterior se reduce a un polinomio de grado m. 


■ Ejemplo 10.30 Apliquemos el desarrollo anterior a la funcidn /(x) = \ 


. H5-0(s-2)U-3) A A ( 1 / 
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- 1 + 5 '- 

- 1 + L- 


2 2 1 25 3 1 2-5-8 . 

3 2 2| X + 3 3 3 -2 -1* 3'4-3-2-1* 

2 a 2J> 3 _ 2-5-8 4 
3*2! X + 3 3 3! X 3-*4! 1 + + 

y? ( - l) n 2 - 5 ■ 8 - - - (3n - 1) n+1 


- ■ (3ti - 1) , 


Los numeros de Bernoulli 

Los desarrollos en serie dc poicncias aliados con los numeros dc Bernoulli nos van a pcrmiiir sumar 
algunas series que en principio mostraban una extraordinary dificultad. 

A los numeros dc Bernoulli se llega utilizando desarrollos en serie medianle coeficienles indetermina- 
dos como se muestra a continuacidn. 

Expresemos el desarrollo en serie de potencias de la funcidn ——- en un entorno del origen como 
eJ _ t = Co + Ci i + C 2 x 2 4-, 


de donde despejando resulta 

1 = (Co + C,r + C 2 x 2 + - - ■ )(e z - 1) = (C 0 + C,x + C 2 x 2 + -- -)^i + : ||- + |j- + --). 
Tras dividir entre x se obtiene 


1 = (C 0 + C 1 x + C 2 i 2 + ')^ 1 + 2 ! + 3 [ + 'J- 

Si definimos los coeficienles B„ por la igualdad C„ = , la expresidn anterior se transforma en 

1= (bo + ^ + ^T+-)(l+ ! + !,+■■■). 

donde los coeficienles B n son los llamamos numeros de Bernoulli. Igualando potencias de x se generan las 
igualdades 


1 = B 0 



V. 
B\ 
2! 1! 


th 

1!2! 


que pueden escribirse en forma simbdlica del siguiente modo 


(B + 1)" - B" =0, 
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cntendidndoseque la potcncia B p signilica cl numcrodc Bernoulli B p , sicndo Bo — l. Por cjemplo, para 
n = 2 dc (B + l) 2 - B 2 = 0 obtcncmos que 

B 2 + 2B, + 1 - B 2 = 0 =* 2fl, +1=0 =* B, = 

Para n = 3 dc (B + l) 3 - B 3 = 0 podcmos deducir que 

B 3 + 3B 2 + 3B,+1-B 3 =0 => B 2 = ~^~ Bi = Z t + \ = \- 

Para n = 4 dc (B + l) 4 - B* = 0 resulia 

B., +4B 3 + 6B 2 + 4B, + 1 - B 4 = 0 => B 3 = -A-6B 2 - 4B, - 1) = 0. 

4 

Los numeros B„ con n impar rcsultan scr, salvo B i que vale ^, lodos nulos: B 3 = B$ = B 2 = ■ ■ ■ = 
0. Otros numeros de Bernoulli son B\ = Be = Bg = -55-. 

Veamos un par dc ejcmplos. 

■ Ejemplo 10.31 Utilizando los numeros dc Bernoulli podemos calcular cl desarrollo en serie de poten- 
cias dc la funcidn cotgx. En cfccto, como 


si cscribimos ix = 5 rcsulta 


e </2 +e -</2 / 2 \ 2 ift t \ 2i(t PZ B n n \ 


y como Bi = -5 y B 2n+I =0 ,n€ N, se transformaen 




■ Ejemplo 10.32 Utilizando la igualdad 

far “*“* ■ 1 + (p^T - 5*^4 + PTi 4 

y los numeros de Bernoulli podcmos obtener las sumas de <(2n), siendo 
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+ + + + + i(l + ji + £ + £ + -) + 

- 1 -“'( 1 + + i + i + ...)-»•(, + ± + ^H 

= 1 -2^C(2n)Jt 2 ". 

Del Ejemplo 10.31. haciendo x = kir, se licnc quc 

kn cotg kn = ^(-l)" /a ^(2 kn)*\ 

npax ”* 

comparando ambas senes, como es Bo = 1, podemos escribir quc 

-2 2c(2n)Ar 2n = '£(-l ) wJhrL.(2kn) 2 ", 

de donde se deduce finalmenle, por la unicidad del desarrollo en serie de polcncias, quc 

1 ("I ) 2n/2 B 2n 2n (-l)" + ‘B 2n (27r) 2 " 

C(2h) — - ^ (2n) , 2ir) --2(277)!-' 




Con esta herramienla hemos resuclto del problema de sumar todas las series armbnicas de exponentc 
par, srsr.'n € N. 

Problemas Resueltos _ 

10.1 Anallcese la convergencia puntual y uniformc de la succsibn funcional dclinida por 


ResoluciOn. El tbrmino general dc la succsibn es la luncibn /„ cuya grbfica puedc ' 
10.3. Para cada x € R es 
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por tamo la funcidn li'mitc puntual cs 



quc cs la conocida funcidn escaldn cuya grdlica puede verse cn la Figura 10.4. 

Obsdrvcsc quc cuando x G (0; £) cada una de las funciones fi, f2, _ /„ _ son segmentos de 

rcctas con pendientes 1,2,3,..., n,... de mancra quc tienden a la verticalidad y de ello resulta la funcidn 
escaldn como li'mitc. 

Como cada una de las funciones /„ de la succsidn cs una funcidn continua y la funcidn li'mite puntual 
no cs continua, sc ticnc quc la convcrgcncia no cs uniforme. 


!► 10.2 


Estudiesc la convcrgencia puntual y uniforme dc la sucesidn funcional {/„} definida por 


/nW=T^’ ^[0;1]. 


RESOLUClbN. I) Convcrgcncia puntual: 

Si x = 0 sc ticnc quc lim„ /„(x) = lim„ 0 = 0. 

Si 1 G (0; 1] cs lim„ f„(x) = lint,, |+ * 8j = 0. 

Por tanto la succsidn converge puntualmcntc a la funcidn f{x) = 0 cn [0; lj. 

2) Convcrgcncia uniforme: 

Al scr f(x) = 0,Vx e [0; 1| resulta quc Vn e N cs |/„(x) - f(x)\ = |/„(x)| = /„(x). Como 


/'„(*) = 


(1 + n 2 x) 2 


> 0 , 


la funcidn /„ cs crccicntc cn (0:1], 

Por otra parte cs continua cn cl compacto [0; 1] y por cl teorema de Weicrstrass alcanza cl maximo 
absolutocn esc intervale con valor/„(!) = En consccucncia cs 


limsup {|/„(x) - /(x)| : x G |0; lj} = lim = 0 

tanto la convcrgcncia cs uniforme a la funcidn li'mitc puntual /(x) = 0. x G [0; lj. 


y P°r 1 
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ho.3 Dada la sucesidn funcional 


anallcesc su convergencia puntual y uni forme en R. 

RESOLUCI0n. La sucesidn dada liene por Idrmino general a la funcidn f„(x) = ir~ x + n~ 21 + n~ 3x + 
■■■ + que para cada x dado, t e R, coincide con cl l£rmino general de la sucesidn de sumas parcialcs 
de la serie n~ nl , es decir. que para cada x fijo sc liene que es 


/»(*) = S„(x) = X- + x-** + tt~ 3z 


ya que se trala de la suma de los n primeros idrminos de una progresidn gcomdtricade razdn r = rr x . bn 
consccuencia 

li n m /»(*) = lirnS n (*) = fV"' = 

cuando la razdn r = 7r _x vcrilique que |r| < 1, es decir, |7r~ x | < 1, lo cual equivale a ^ < 1, o bien a 
x > 0. En definiliva, la sucesidn {/„ } converge punlualmcnlc a la funcidn 


con 1 £ (0; +oo). 

Respecto de la convergencia uniforme, lambidn es inmediaia porque 

limsup (|/ n (x) - /(x)| : x € (0; +oo)} = limsup {|S„(x) - 5(x)| : x e (0; +oo)} = 0, 
por definicidn de convergencia para las series numdricas. 


| 10.4 Razdnese si las series armdnicas punlualmenle convergenies lambidn lo son uniformcmenic. 


ReSOLUCKJn. La serie armdnica es de la forma ^7. Estas series son convergenies, vdase bjem- 

plo 9.36, cuando es x > 1 + £, e > 0, por lo que se liene 




La convergencia de la ultima serie implica la convergencia absoluta de la serie 
Weiersirass garanliza su convergencia uniforme. 


: armdnica. bl crilerio de 


10.5 


I 


Esludiese la convergencia uniforme de la serie 5£ iH LE - En caso de ser uniformcmenic convergent, 

estudiese la derivacidn idrmino a tdrmino. 


RESOLUClON. Dado que 




el criterio de Weiersirass garanliza la convergencia uniforme. No obstante,; 
uniforme y de ser lodas sus funciones f„(x) = “J[" x . dcrivables Vxja sc 
tdrmino. Obsdrvese que la derivacidn idrmino a idrmino conduce a 1 S 


pesar de lener convergencia 
rie no es derivable tdmiino a 
—, que diverge para x = 0. 
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I ► 10.6 Sc sabc quc una scric de Fourier es una expresidn de la forma 



Esias series se ulilizan para represemar funcioncs pcriddicas aunque no scan coniinuas. Analfccse la 
posibilidad de que la seric de Fourier convcrja a una funcidn disconiinua pcribdica si cxisic convcrgcncia 
de las series l°nl y IM- 

RESOLUClbN. Como se vcrifican las dcsigualdades 

^|a n senna:| < ^|a„| y ^ |b„ cosnx| < ^ |b„|, 

Vn, la convcrgcncia de las series |a„| y |6 n | y el leoremadc Wciersirass garaniizan laconver- 
gcncia uni forme de las series 


X>„ senna: y cosna: cn R. 

Como o„ sen nx y b„ cos nx son funcioncs cominuas, la convcrgcncia uniformc implica quc las fun¬ 
cioncs dclinidas por las scries a„ sen nx y b„ cos mi son funcioncs coniinuas, y la suma de 

dos funcioncs coniinuas es coniinua. Por lanio la scric no puede converger a una funcidn disconiinua. 


!► 10.7 Obldngasccl dcsarrollocn scrie de polcncias para la funcidn f(x) = 
1 + cos 2x 


RESOLUClbN. Comoes 




un entorno del punto x = 0. 
leniendo cn cucnia quc el dcsarrollo de la funcidn cos x es 


(2n)! 


siendo -oo < a: < +oo, si susliluimos x por 2x sc 

„ „ , (2^ (2i)' ( 


* 2! " 4! """ rv i>n (2n)! 4 

y leniendo cn cucnia la unicidad del dcsarTollo sc puede cscribir 
. (2*) 2 A (2a:)' 1 ^ 


-00 < X < +00, 


x = - + - cos 2a: = - 


1 + I[ 

2 2 


+ (-!)’ 


J2x ) 2 " 
(2«)! 


, 2x 2 2 , .r l 2 5 x° 2" 

= 1 - -5T + "ii-rp+ ■■■ + (-!)"- 


- = i + D-»)"- 


siendo -oo < x < -I 


!► 10.8 A pariir de la dclinicidn de si 


i de una scric, analiccsc la convcrgcncia de 
£(-l)"2-3"z:’*. 
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Obllngase dicha sunia y cl intcrvalo dc convcrgcncia. Con los resullados obtcnidos indfqucse el cardcter 
de las series numlricas que resultan para x = 1 y para x = | cn la serie funcional dada. 

RESOLUCldN. La sucesidn funcional dc sumos parcialcs dc la scric dada licnc por llrmino general 

«»(*) = 5Z(-l) fc 2-3V = £(-l)*2(3x) fc 

= 2 - 2(3x) + 2(3x) 2 - 2(3x) J + ■ ■ ■ + (-1 ) r, 2(3x)'* 

= 2[l - 3x + (3x) 2 - (3x) 3 + • ■ ■ + (-l)"(3x)"] 

1 - (-l)"(3x)"(-3x) 1 - (~l)» +1 (3x)" +1 

1 - (—3x) 1 + 3x 

donde se ha aplicado la formula dc la suma de l£rminos de una progresidn gcomtStrica. 

Para los valores reales de x talcs que |3x| < 1 se vcrifica que la funcidn suma dc la scrie cs 

/(*) = !•"«*-(*) = D-in 3 " in = rfe’ 

siendo (—5; 5) el intcrvalo de convergence. 

Cuando x = 1, este valor esl4 fuera del intervalo dc convergence y por tanto la serie £n^o(“1 )"2-3" 
es divergente. Como £ € (-5; 5), la serie £n^o( -1 ) n 2(§)" convergey su suma es/(£) = = f. 


10.9 Obt£ngase el desarrollo en serie de potencies de la funcidn /(x) = (e 2x + 2) 2 . 

RESOLUClON. Primer mitodo: 

Calculando las derivadas sucesivas de la funcidn y cscribiendo el desarrollo en la forma de MacLaurin 
se tiene que 

/(x) = (e 2x + 2) 2 

f'(x) = 2(e 2x + 2) • 2e 2x = 4e' x + 8e 2x 
/"(x) = I6e 4x + 16e 2x 
f"'{x) = 64e 4x + 32e 2x 
/‘■"(i) = 256e' x + 64e 2x , 
y reiterando el proceso se obtiene 

/•"'(x) = 2 2 V' x + 2 n+2 e 2x , Vn € N. 

Enconsecuenciaes / (n) (0) = 2 2n + 2 n+2 = 2 n+2 (2"- 2 + 1) y el desarrollo pedido sc expresa como 

, „ /'(0) /"(0) , / (n) (0) „ 

/(x) = (e 21 + 2) 2 = /(0) + jj 1 + x2 + ' + 1 4 

12 32 •> 96 1 320 4 . 2 n+2 (2"- 2 + I) , 

= 9 + T! I+ 2! 1 + 3! 1 + 1T J; + - + -rri-' + -' 

° 2 n+2 (2 o-2 + 1} _ n 


= 9 + E- 


Para delerminar el radio de convergencia, al ser 
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k 10.10 


le lienequees r = +oo y cl iniervalo de convergcnciacs (-00; +00). 

Segundo mitodo: Al ser J(x) = (e 2x + 2) 2 = e 4x + 4e 2z + 4, si consideramos cl dcsairollo 


sc liene que cs 
/(x) = 4 + 4e 21 + e' ,x 

L 2x (2x) 2 (2x) : 


= 4 + 4 1 + — 


') 

+ ...) 

„ 2 2 + 2 • 2 2 (2 2 ) 2 + 2 2 ■ 2 2 _ 2 (2 2 ) 3 + 2 3 • 2 2 

-9+ j| * + 2! 1 + 3! 1 

2 2 1 +2 ,+2 2 2 ' 2 + 2 2+2 2 2 ' 3 + 2 3+2 

= 9 +-n-* + —-* 2 + —IT 


| (2 2 )" + 2" ■ 2 2 jn | 
22n _j. 2»+2 


En definiliva, es 


f(x) = (e 2z + 2) 2 = 9 + 2 2 " +2{2n . 2 .t U x", 


resultado coincidcnic. 


Desandllese en seric de potencias la funcidn 

f(x) = In ^ 

A partir del desarrollo obtcnido analiccsc la posibilidad de expresar In \/3 como suma de una serie numdri- 


n J 1 + 3x 
" V 1 - 3x' 


RESOLUClbN. La funcidn dada sc escribe como 


/(x) = ln vr?i = ln [ " J = 5 ln = 5 lln(1+3x) - ln(1 - 3l) i ■ 

Tcniendo en cucnta los dcsarrollos 

ln(l+x)=x-^ + ^-... + (-l)"|^ + ... = g(-i r £^, -!<*<!, 

x 3 


(\ + 3x' 


1 1 1 + 3j _ 1 1, 


ln(l -x) = - 


n + 1 5 n + 1’ 




si sustituimos en cada uno de cllos x por 3x se ticncn los desarrollos 


h (1 + 3.) = 3x-M + ^-... + (-,)-^ + ... = g ( _ ir (^. 


:) = _ 3x _ M! _ Ml_ (3x)"H 


= £- 



Capltulo 10/ Series de potencias • 321 


vilidos respcctivamente en -1 < 3x < 1 y -1 < 3x < 1, es decir, c 
Llevando eslos desairollos a la primera expresibn de la funcibn queda 


= i (—»££♦.&£♦,&£♦...) 

= 1^2 1 3^ _^ 2 -3 2 " 2n+I 1 I 

3 —J 2n + 1 1 Zj2n+l I ’ ~ 3 <X< 3 

Mcdiante el desarrollo obtenido, como es In v^3 = In cuando sea = 3, se liene que 

1 + 3x = 3 - 9x, luego 12x = 2 y por lanio debe seri = ±. Al ser -3 < g < 3 el valor dc In x/3 resulia 

del desarrollo anterior al tomar x con valor ± y por tamo se obtiene 

■p .v^ _ ^i \ 2 + * _ ^ • 3 2n 1 1 

~ ~L 2h + 1 \6 / _ ^ 2n + 1 2 2 "+*3 2n+1 = ^ 3(2 n + 1)2" ' 


10.11 Hillese la suma de las s« 


a) Ev’ b) ^(-l)" +1 (2n-l)x 2 ‘"- l > 


RESOLUClbN. a) La s< 


c E„ + r, £ = nr, 


resulia que el radio de convergcncia de la scrie es r = 1. Adonis la ser 
la serie armbnica altemada. Por ello el campo de convergcncia es el ir 
tambibn que la serie converge uniformemente en todo intervalo (-a; a] ( 
de este intervalo podemos derivar e integrar la serie tbrmino a tbrmino. 

En consecuencia, siendo s(x) = 3 ^, Vx € [-a; a], con 0 < < 


; converge en x = -1 al rcsultar 
ervalo [-1; 1). Podemos afirmar 
jn 0 < a < 1 , y por tanto dentro 

< 1 , por derivacibn se tiene que 


*'(*> = = = 1 


Integrando en esta ultima igualdad resulia que 




Para determinar el valor de la constante C damos un valor convenientc, por cjcmplo 
igualdad anterior quedando 0 = - ln( 1 — 0) + C, de donde C = 0, asi que 


52 ^- = - |n 0 “ x ) = ln Y 
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b) El radio de convcrgencia dc la seric Ej“(-l) n+1 (2n “ 1 ) l2< " ” delermina calculando el 
limile 

r .. 2n + 1 2»+ 1 

L = | —I = h - m I 2^71 = ’’n" 1 = 1 

y resulta que es r = |- = 1, con lo cual cl inlcrvalo dc convcrgencia es (-1; 1). Ademis la scric converge 
uniformemente a la funcidn dada por su suma s(x) cn lodo inlcrvalo ccrrado (-a; a] con 0 < a < 1, 
pudiendo dcrivar c integrar tdrmino a tdrmino cn cualquicra de cstos intcrvalos. 

Intcgrando tdrmino a idrmino cn la igualdad s(x) = 5Z^^(-l) n+1 (2n - l)x 2n_2 sc licne 

/ = E(- 1 )" +1 ( 2n - »)£rY + c = E(-i ) n+1 * 2 " -1 + c 

= I _ x 3 +x 5_... + ( _ 1) n + l x 2 n -l + ... + C= + C 

Si ahora dcrivamos cn la ultima igualdad obtenemos la suma pedida 
*(*) = = 


\ 1 + X 2 


1(1 +x 2 ) -2x 2 1 -i 2 

(l+i 2 ) 2 (1+x 2 ) 2 ’ 


cn consccucncia cs 


*(*> = £(-U n+1 ( 2 » - l)* a( "- n = (1 + * 2)2 , Vx € |-a;a]* 0 < a < 1. 
k 10.12 Dcsarrdllcsc cn scric dc potcncias la funcidn 


RESOLUCI6N. Utilizando la dcscomposicidn cn fracioncs simples y la scrie gcomdtrica se ticnc que 

f( x ) = 2x+l _ 2x+ 1 = A B _ ~l | 

J(X x 2 - 6x + 8 (x-2)(x-4) " x-2 + x-4 ~ x-2 + x-4 

= _ 5 1 9 I = 5 9 = 5 _1_9 1 

2 x - 2 2 x - 4 2 1 -§ + 21-£ 4 1 -f 8 1-f 


- i + I + (f) + (D +- + (f)" + -] 

- 5 H+G) 2 +© 3 + + ©"+•••] 


_ ^ 

r 2 ^ 2 2 + 2 2 H 


"i l + T + =* + T 


i /10£_9^\ /'10£*_9^2\ /lOx" 9 x" \ 

8 \ 8 2 8 4 y + \ 8 2 2 8 4 2 J + '‘ + ^8 2 n_ 84^J 

-I 

/10_9\ 3 /10 9 \ 3 

\2 2 4 2 ) + ^23 43 + ’’ 


= 1[/10_9^\ /10 9 

8 L\2° 40 ^ + ^ 2 4, 
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siendo ( 2; 2) cl inlervalo de convergencia, dado quc cl dcsarrollo dc Try cs vdlido cn (-2; 2) y el de 
Try lo es en (-4; 4) y cl de ambas cs vdlido cn la interscccidn dc ambos intcrvalos. 

0.13 Obtdngaseel dcsarrollo en serie dc poicnciasde la funcidn 


Si es posible, expnSsesc /(10 _1 ) ci 


RESOLUCI6n. Considerando quc« 


resiando tdrmino a tdrmino esios dos dcsarrollos se tiene el pedido, siendo 


siendo (-1; 1) el intervalode convergencia. Como x = 10” 1 = € (-1; 1), sc tiene quecs 

mn-h - Lt - 2 (i^) 2 = 2 10' 2 = 200 = S 2 

10 4 - 1 9999 l 10/ 10 ,n + 2 ' 


10.14 Obtdngaseel desarrolloen serie dc potencias de la funcidn 


: iV./- 


ReSOLUCI6n. Considerando la funcidn derivada que, en virtud del Teorema fundamcnlal del Olculo, 
vdase la Seccidn 7.4, es f'(x) = calcularemos cl desarrollo cn serie de f'(x) y a conlinuacidn 

integraremos dentro del inlervalo dc convergencia para obtener el dcsarrollo dc f(x) que presenla el mismo 
intervalode convergencia que /'(x). Como 


1111 < 1, es deeir |x| < 3, integrando cn ambos miembros se tiene 

r 1 t lx 2 1 x^ . ..„ 1 x' l+2 

M x} = J 0 W7~9 dt _ 23 2_ 33 5 + 4 3- 1 5 3 5 + " + l ’ n + 2 3"+ 2 + 
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con |x| < 3. Para calcular C damos a x cl valor 0 cn ambos micmbros y resulia 0 = 0 + C, con lo cual c: 
C = 0 y cl dcsaiTollo pcdido cs 


k 10.15 Calculese el dcsanollo en serie dc la funci6n 

m = 


■ (x - 3)(1 + x 2 ) 
y dctcrmincsc el intervalo dc convcrgcncia dc la misma. 
RESOLUCI6N. Considerando que cs 


(x — 3)( 1 + x 2 ) x-31+x 2 1-fl+x 2 

y utilizando los desaiTollos 

rq- 1 + 3 + (D’ + '" + (f)" + ■ «w<*. 

—= l-x 2 + x‘ , --+(-l) n x 2 ' 1 +••• en|x|< 1, 


= t I 1+ 1 + (- 1+ p) x2+ H + i)* 3+ 0 _ & + i) 

+ (3 _ p + f) x& + ( _i+ 32 ■ 3* + 30) x ° 

+ ( _ 3 + P _ 35 + 3 2 ) l7 + "']■ 

Los ttirminos dc potcncia par son dc la forma 

(-3) (-1)" ^ " 32 + 3*2 " 3*3 + "• + (- 1 )"5^) l2 " 

y los de potcncia impar sc obticncn dc cada par multiplicando por 5, cs dccir, 

(“3) (_l)1 [3 0 “ 32 + _ + + (_ 1 ) " 3 ^)] ■ r2 " +1 - 

Hfcctuando las sumas dc los llrminos cn progresi6n gcomtitrica que aparcccn en los pariintcsis anterio- 
rcs sc obticncn 

1 _ L j_!_ 1 I lf If" 1 _ 1 ~ ( - 1 ) n 3^(-5) 1 + (-l) n 3777 TT 0 1 + (-l) n 5 TrTT 

32+322 323 + + ' 3 Jn "f-(-I)- = - T+l - = - 4 -’ 
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por lo que el coeficienie par correspondienie a z 2 " es 

- • (-01-"" 3 1 * I — - T [<-»>" + 5^ 

y el coeficienie impar sc liene, como ya sabcmos, del anicrior muliiplicando por j y resulla sc 

“ 2n+ ‘ = ‘i?[ (_1) " + 3^]- 
En consecuencia el desanollo pedido es 


S 6 " 1 " = B a -* 2 "+ a - + >* 2 " +1 >- 

el cual es vdlido en la inierseccidn de los iniervalos de convergencia de cada uno de los desarrollos origi- 
nalmenie ulilizados, es dccir en (-1; 1). Oira forma posible de proceder es expresar la funcidn como suma 
de ftacciones simples y desarrollar posieriormenie cada una de ellas. 


10.16 Desandllese en serie de poiencias la funcidn }(x) = \/\ + z 2 . 

RESOLUClON. Como es /(z) = \ZTTz 2 = (1 + x 2 )i, susiiiuyendo en la serie bindmica x por z 2 y 
haciendom - se liene que para |z 2 | < 1 es 

<■ ♦*■>• - - (?>*♦ Cf)(.Y + c?)<-> 4 - - pw* - 

1 + 2 + 2 3-21 

, U-y(-l)(-l) ja , iHH-IH-lH-D rK., 

+ 4 ■ 3 • 2 • 1 5 ■ 4 ■ 3 • 2 ■ 1 

1 2 _ _L • 13 « _ 13 5 8 13-5-7 10 

~ 1 + 2 X 2-4 X+ 2-4-6 I 2'4-6-S 1 2-46810 

= 1 + T ( -1) n+ , v»-i)<< _L_ x 2 n< con |lVli 

1 + (2n)!! 2n - 1 11 

o cquivaleniemenie 

donde la expresidn del scmifaclorial n!! sc ha vislo en el Problema rcsucllo 7.4. 


10.17 Desarrdllesc en serie de poiencias la funcidn f(x) = arcsen x. A partir del desarrollo obienido exprdsese 
j como suma de una serie numdrica. 

RESOLUClON. La funcidn dada es lal que su dcrivada es 
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y dcsarrollando f f (x) cn scric de poccncias sc (ienc, empleando la serie bindmica al susliluir cn ella x por 

-x 2 y que 


/- 1 / 2 ' 


(l-i 2 )-i = [l + f -* 1 )] -1 
-l/ 2 \ , 


-. + (^!) (-*) + + ( - j)( ~f )H W ) 


*' + 2 * + 2 
con | - ar 2 | < 1. Como 

resulia quc < 


1-3-5 fi 1-3-57 , 
f 2-4-6 ;E + 2 ■ 4• 6 ■ 8 * 


yg (2n~l)H 

(2n)!! 


| - ar 2 | < 1 <=> |i 2 | <1 <=> |i| 


-1 < x < 1 . 

Iniegrando cn ambos miembros cn el iniervalo dc convcrgcncia (-1; 1) se (icne qu 

/<«> - /( 0 > - 1 ’ rm -1‘ (i+£ <•> 


= \ , ^ (2n-l)!! t 2 "* 1 ' 
^ (2n)M 2 n + 1 


. y (2n - 1)M * 2n+1 
^ (2n)!! 2n + 1 ’ 


y icnicndo en cucnta que cs /( 0 ) = arcsenO = 0 , rcsulta cl dcsarrollo pcdido 

// \ V' (2n — 1)!! ar 2n+l 

f( X ) = arcsenz = * + £ -1 < - 

Como sen 5 = 5 , dando a 1 cl valor 5 en la cxprcsidn del dcsarrollo resulia 

..1 1 . ( 2 w - 1 )!! 






“J (2n)!!(2n + l)2 2n+l 


^ 10.18 Calculcnsc los siguienics Ifmilcs 
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RESOLUClON. a) Tcniendo cn cuenta los dcsarrollos cn serie de las funciones sen x y e z en un entorno 
del origen. dados por (10.12) y (10.11), podemos escribir 



b) Dado que cuando j liende a +oo resulta que 4, -> 0, podemos utilizar el desarrollo de s/TTl = 
(1 + e) ,/2 usando la serie bindmica dada por (10.16) con m = esdccir. 



y el limile entonces se calcula como 



Problemas Propuestos 

10.1 Estudiese la convergence de la serie funcional {/„} definidapor 



10.2 Anah'cese la convergence punlual y uniformede la sucesidn funcional {/„} definidapor 

/n(x) = y * 6 [ 0 ;=|. 
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10.4 Discritasc la convcrgcncia uniformc dc la scric 

8011 , I € (1; +00). 

10.5 Esludicsc la convcrgcncia uniformc y la dcrivacidn llSrmino a Uirmino dc la scric 


10.6 Razdncsc la posibilidad dc quc la scric funcional YnT\ dcfina una funcidn conlinua. 

10.7 Obtdngasc cl dcsarrollocn scric dc poicncias dcla funcidn f(x) = sen 2 x en un cntomodel punio x = 0 

10.8 Esludicsc la convcrgcncia dc las series funcionalcs 


a) X>U" + 


... ^ cos(n + tt)x 

b) E „^ + i ' 


10.9 Deiermfncsc el radio dc convcrgcncia y la suma dc la scric Y ni". 

10.10 Obtdngasccl dcsarrollocn scric dc poicncias de la funcidn 

^ = ?TST6- 

i,Es posiblc expresar cl valor /(|) como la suma dc una scric num£rica convergcnlc? 

10.11 Esludicsc la convcrgcncia dc las scries dc poicncias 


a) E^T x "’ b) ^(2ri + l)2 2n+1 x n+l . 


10.12 Dcsarrdllcsc i 


scric dc poicncias la funcidn 

m = 


4+ + 5 
x 2 + x - 2 


y cncudntrcsc cl intcrvalo dc convcrgcncia. 

10.13 Obtlngasc cl dcsarrollocn scric de poicncias dc la funcidn fix) = — -. 

x A + lli 

10.14 Dctcrmincsc cl dcsarrollo cn scric dc poicncias dc la funcidn f(x) = ^ J . 

10.15 Hdllcsc cl dcsarrollo cn scric dc la funcidn 

/(X) = (x-3)(x-5) 

y dclcrinincsc cl inlcrvalo dc convcrgcncia dc la misma. 
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10.16 Calcdlese el desarrollo en scrie de potcncius de la funcibn 

/(*) = Vi + x 2 . 


10.17 Otnbngase el desaiTollo en seric de putencias para la funcibn /(x) = nrgslix. 

10.18 Calcblense los siguienies Ifmiies 




Soluciones 
de los problemas 
propuestos 


En este capitulo... 

A. 1 Soluciones al Capitulo 1 
A.2 Soluciones al Capitulo 2 
A.3 Soluciones al Capitulo 3 
A.4 Soluciones al Capitulo 4 
A.5 Soluciones al Capitulo 5 
A.6 Soluciones al Capitulo 6 
A.7 Soluciones al Capitulo 7 
A.8 Soluciones al Capitulo 8 
A.9 Soluciones al Capitulo 9 
A. 10 Soluciones al Capitulo 10 
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A.1 ■ SOLUCIONES AL CAPlTULO 1 


1.1. Scan f, g csios dos numeros rationales y sea f < g. Veamos que su media arilmdiica, que lambidn es un 
numero racional pues 

1 /a c\ a c ad + be 
‘‘ = 2 \b + d) = 26 + 2d ~ 2bd € Q ’ 
supera al mcnor y es mcnor que el mayor 


Esq-^>0, y*^\{- b + C j)-- b = \{- b + C j- 2 f) =5(5-1) 
Es£-q>0, yaq u e ^- 1 -(l + ^) = 1 -(2 C --l- C -)= l -( C 2 -- b ) 


> 0. 
>0. 


1.2. En la lercera implicacidn se ha dividido por x - 1, que vale cero, por lo que esle paso es incorrccio. 

1.3. En lodo cniorno de 7r hay racionalcs e irracionales y como el conjunlo B puede escribirse como 
B = Qn (2; 4], rcsuliaquc n es un punio froniera. 

inl(B) = 0, ext(B) = (- 00 ; 2) U (4; + 00 ), fr(B) = (2;4|. 

B no cs abierto, ya que ninguno de sus punios es interior. 

1.4. Para scr un conjunlo ccrrado debe contcncr todos sus punios de acumulacidn, y como 


-Kii. i } 


licnc al 0 como punio de acumulacidn y 0 ^ A, resulia que A no es un cerrado. 

1.5. Como x 2 - 6x + 9 = (1 - 3) 2 , debe ser (x - 3) 2 < 0, lo que sdlo puede ocurrir si es (x - 3) 2 = 0, es 

deeir, x = 3 es la unica solucidn. 

1.6. Como Vi e R cs 2x 2 + 1 > 0, la linica posibilidad para que se verifique la desigualdad es que sea 

4 - x 2 < 0, es deeir, 4 < x 2 , lo que ocurre si x 6 (- 00 ; -2) U (2; + 00 ). 

1.7. a) A partir de la propiedad 4 del valor absoluio, demosirada en el Problema resuelio 1.7, se liene que 


|x| = |y + (x - j/)| < |j/| + |x - j/| => |x| - |j/| < |x - y| 


y de forma andloga 


|y| = |x +(y - x)| < |x| + |y - x| => |x| - |y| >-|x - y|. 

Con estas desigualdades se liene -|x - y| < |x| - |y| < |x - y|, es deeir, ||x| - |y|| < |x - y\. 
b) Sc liene que 


|x| = |x + y - j/| < |x + y| + | - y\ = |x + y| + |y| => |x| - |y| < |x + y\ 

|y| = |x + y-x|<|x + »| + |-*| = |x + y| + |x| => W-|y|>-|x + y| 


de dondc 

-|* + y|<|x|-|y|<|i + y| => ||x| - |y|| < |x + y|. 

1.8. a) Debe ser ^ < j - x < j. Resiando g en los ires miembros queda < -x < 0, es deeir, ^ > x > 0. 
por lo que la solucidn es x € (0; A], 

b) Como x 2 + x + £ = 0 liene por raiz doble x = es x 2 + x + A = (x + A) 2 , de donde 


-i|-| 


es deeir, cl linico numero real que vcrilica la inccuacidn es ; 
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1.9. a) 0 es fnfimo y mfnimo. 

b) 0 es fnfimo pero no cxisic mfnimo. 

c) -1 es fnfimo pero no existe mfnimo. 

d) no posee fnfimo ni mfnimo por no esiar acoiado infcriormenlc. 

e) los elemcmos van sicndo cada vcz mayores cn cl ordcn cn quc estin escriios, por lo quc 0,9 es fnfimo y 
mfnimo. 

1.10. Como es A = 0, este conjunio no ticne supremo, ni fnfimo. ni m£ximo. ni mfnimo. 

El conjunio B puede cscribirse como B = {1.5.5.5.•■■,;;,■■■}, P or 1° que I cs supremo y m£ximo 
y 0 es fnfimo, pero no es mfnimo pucs no pencnece a B. El conjunio B no liene mfnimo. 

El conjunio C liene por elemcmos C = {1 — 1,2+1,3 — 1,4 + 1,5 — 1,...}, quc son lodos posilivos. 
siendo 0 cl fnfimo y mfnimo. No exisic supremo ni m£ximo por scr un conjunio no acoiado supcriormcmc. 

1.11. Para n = 1 es cierta, pucs l 2 = ■ L f- 3 = 1. Si es cicrta para fc, lo es para k + 1, pucs 


l 2 + 2 2 + 3 2 + • • ■ + k 2 + (fc + l) 2 = W + Wk + l) + (k + l) 2 

= ( , + 1) [M^li) +A + 1 ] 

2k 2 + 7k + 6 = (k + l)(k + 2) (2(k + 1) + I) 
^ 1 6 6 

1.12. Para n = 1 es l 3 = l 2 . Si fuesc ciena para un valor k, lo serfa para k + 1, pucs 
l 3 + 2 3 + 3 3 + • ■ + k 3 + (k + l) 3 = (1 + 2 + 3 + ■ • ■ + k) 2 + (k + l) 3 

+ (fc + l) 3 = (* + l) a [j+(fc + l)j 

i2 k' 2 + 4k + 4 


\ k(k + l) V 


= (k + l) 2 - 




dondc hemos ulilizado dos veces la formula dc la suma dc numeros conscculivos, dcmoslrada cn el Problc- 
ma resuello 1.11 .a. Ulilizando dc nuevo la suma dc numeros conscculivos lenemos la segunda afirmaci6n. 

1.13. Si es n = 4 es 4! = 24 y 2* = 16 por lo que 4! > 2 4 . Supucsio quc es k\ > 2 k . como es k + 1 > 2, para 
k > 4, multiplicandoestas dos dcsigualdades es (k + 1)A! > 2 • 2*\ esdeeir, (k + 1)! > 2 k+l . Por lanlola 
afirmacidn es vdlida para lodo n > 3. 


A.2. SOLUCIONES AL CAPiTULO 2 _ 

2.1 . La funcidn / es una funcidn rational, es decir. cocicmc dc polinomios, su dominio csid formado por lodos 
los numeros reales cxccpio los que anulcn cl denominador. Como cs 

4(x - 1) - x 2 = -{x 2 - 4x + 4) = -(1 - 2) 2 , 
resulla que x = 2 es cl unico valor quc anula cl denominador, por lanlo 

Dorn / = R - {2} = (- 00 ; 2) U (2; + 00 ). 

Para la cxislencia dc la funcidn <7 es prcciso que sea x / 0, para quc no sea nulo cl denominador, y 
9 - x 2 > 0, para quc cxisia la rafz, por lo que 

Dorn g = [-3; 3] - {0} = (-3;0) U (0; 3). 



334 • Cdlculo de una variable 


2 . 2 . Para que exisia el logariimo neperiano debc ser x + 3 > 0, es decir x > -3. Como la funcidn arcsen y esi4 
definida para valores y (ales que -1 < y < 1, por lo que debc cumplirse 


de donde, al ser e z crecienie, rcsulia 


que despejando queda 7e 

2 . 3 . Sciicncquc 


- 3 < x < le - 3. Por (anto es Dom/ = [7e 1 - 3; 7e - 3[. 


(fl-/)(*)=»(*)-/(*) = ; 



2 + x 2 2x 5 - 3 

x 2 (2 + x 2 

) - (2x 5 - 3)(x 3 - 3) 


x 3 - 3 x 2 " 


x 2 (x 3 - 3) 

(</•/)(*) = 

o(T\f(r\ — ^ X j 

2x 3 - 

(2 + x 2 )(2i 5 - 3) 



" xHx* - 3) • 

Considerando los imervalos (- 

oo; 0), [0; 2) y [2; +oo), se liene 


fx-L 

sixe(-oo;0), 


( 5, six€(-oo;0), 

g(x) = < 1 - x- 

, si x € |0; 2), 

h(x) 

= < 5, six € |0;2), 

l l-* 5 

, sixe|2;+oo), 


( 2x, si x € [2; +00), 


de donde rcsulia que 


i € (-oo;0), 
x e [0; 2), 
x e [2; +oo), 

2(x — 1), sixe(-oo;0), 

= { 2(1 -x 2 ), si x € |0;2), 

six € |2;+oo). 


(Ii - g)(x) = li(x) - g(x) = \ -£+x 2 , 
. 2x — 1 + 


(i.) (x) = 2^ 
\h) y> /i(x) 


2 . 5 . Rcsulia que 


10 esi4 cn Dom(/i o g) el punio x = 0 dor 
0, donde no esi4 definida la funcidn h, qi 
= R- {0,2}. 

(0 o fc)(x) = yWx)) =»(| -1) = - x rr- = = 


donde hay que lener en cuenia que no esi4 cn Dom(/i o g) el punio x = 0 donde no csi£ definida g y los 
punios que se iransformcn por g en 0, donde no esi4 definida la funcidn It, que verificar4n = o, es 
decir, x = 2. Por lanio Dom(/i o g) = R - {0,2}. 

La composicidn go lies 

-x 2 + 4x + 4 


donde no pericncc al dominio (Se g o h el punio x = 0 y los punios que h iransforma en 0, que vcrifican 
f - | = 0, es decir, x 2 - 4 = 0, luego Dom(</ o h) = R - {0,2, -2}. 

Sc licnc ademds que 


(ff°g)(x) = <j{o(x)) = 9 ( 


\ _ 2- ^ _ 5x - 2 
/ 2%£ “4- 


pero esla funcion no csld definida en x = 0, donde no cxislc la funcidn g, ni cn los punios que g Iransfome 
cn 0, que verificardn = 0, es decir, x = 2, por lo que Doni(y o </) = R - {0,2}. 
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2 . 9 . Redefimmus los inlcrvalus de detinicidn de /. Como 


x 2 < 1 => -1 <x < -1, 
x 2 > 1 => x < -1 d x > 1. 


y anno 


1 - x < 1 => x > 0, 
1 - x > 1 => x < 0, 


enionccs 


csdecir. 



por lanlo 


(9 0 /)(x) = </(/(x)) = 


ix<0y - 1 < x < 1, (sicndo x* < 1 ), 

x < 0 y x < -1 6 x > 1, (sicndo x 2 > 1), 

x > 0 y x > 0, (sicndo 1 - x < 1). 

x > 0 y x < 0, (sicndo 1 - x > 1), 


six€ (-oo; — 1], 
si x € (- 1;0), 
si x = 0, 
si x € (0; +oo), 


(sicndo x 2 > 1), 
(sicndo x 2 < 1). 
(sicndo 1 - x > 1), 
(sicndo 1 - x < 1), 


j(x 2 ) = 1 +x 2 , 

</(x 2 ) = 1 - 2x-\ 

9(1) = 1 + 1 = 2. 

9(1 - x) = 1 - 2(1 - x) = 2x - 1, 


si x € (-oo; — 1], 
six€ (-1:0), 
si x = 0, 
si X € (0; +oo). 


2 . 7 . Hallamos /(-x) = cos(-3(-x)) = cos3x, y como sabcmos que la funcidn coscno vcrilica que 
cos(-q) = cosa, resultaquc /(-x) = /(x), por loquc / cs una funcidn par. 

Calculamos g(-x) tcnicndoen cucniaquc | - x| = |x|, rcsulta 


9(~- 


-x ■ |x| 

1 + N 


-9(x), 


por lo quc g es una funcidn impar. 

2 . 8 . Scan / y g dos funcioncs impares, es dccir quc vcrifican /(-x) = —/(x) y g(-x) = - g(x ). La funcidn 
produclo / • 9 calculada en -x es 


(/ • 9)(-x) = /(-x)9(-x) = -/(x)(-9(x)) = /(x)g(x) = (/ • </)(x), 


por lo que / - 9 es una funcidn par. 

2 . 9 . Sea/ una funcidn par yg una funcidn impar. verificando que/(-x) = /(x)yg(-x) = -g(x). Lafuncidn 
produclo cumple quc 

(/•9)(-x) = /(-x)9(-x) = /(x)(-9(x» = -(/(x)g(x)) = -(/ g)(x), 


por lo que / • g es una funcidn impar. 

2 . 10 . a) Como la funcidn coscno cs par. tenemos quc cos( -3x) = cos 3x, por lo quc no cs una funcidn inyccliva. 
por ejemplo para x = 5 sc licne que cos( ^) = cos 
b) La funcidn cs inyccliva pucs 

9 (xi)= 9 (x 2> => 3xi + 2 = 3 x 2 + 2 => 3i| = 3x 2 => x 1 = x-j. 

Escribiendo la funcidn como y = 3x + 2, despejando y hacicndocl cambio dc nombres a las variables, 
resulta y - csdecir. g"'(x) = £ § 2 . 
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A.3. SOLUCIONES AL CAPITULO 3 


3.1. a) El lfmite lim*_,_i fpf = [2] t noexistc pucs los Ifmiics lateralcs valen 

1 -i 2 

- = -^ = +oo y 


b) 


— i+1+x 0+ 


1 -i = _2_ 

- 1 + x ~ 0- " 


lim 


x 3 - 1 

i - 1 


(i- l)(x 2 +x+ 1) 

" i - 1 


lim (x 2 + i + 1) = 3. 

; + jr _ 0 


= 1 + j 


- = 7 = °. 




lim (\/x 2 + 1 - x^ = [oo - oo) = lim 


- = — = 


= lim \ f , T +1 - lim 1 1 4 = i/[ = 1- 

i-»+oc v I 2 + 4x + 4 y 1 + ■} + VI 

3.4. a) Es limx-,2 = [§] y como si x > 2 es |x - 2| = x - 2 y si x < 2 cs |x - 2| = -(x - 2), sc liene 


♦ |x - 2| i "2+ x - 2 0+ 

- = lim 


= — = +00, 


,2- |x - 2| 


:--(x-2) -(0-) 0+ 


por lo que el Kmiie pedido exisle y vale +00. 

b) Es lim*.,! j^fJ[ = [§] - Quilemos el valor absoluio: si x > 1 cs |x - 1| = 1 - 1 y si x < 1 c 
|x - 1| = -(x - 1), luego 




* 2 ^L = , im + = 


1 * - 11 " 

x 2 - 1 .. I 2 - 1 _ 

IT-F^r 


(x + l)(x - 1) 
-(*-» 


n (x + l)=2, 
lim [-(x + 1)) = -2, 


por lo que el Kmiie no exisle. 
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3.5. 


lim 

i-»i 


X 2 - 1 


[o] J'™i (x + l)(x - 1) 

(x + \)(y/x + l)(y/x - 1) i->i (x + l)(\/x + 1) 2 -2 4 


3.6. Puesio que si x € (^; §) es | sen x| < |x|, se licne que ^ < |-^j y enionces 


Q< |1 -cosx| < |1 -cosx| 

|x| “ I sen x| 

11 - cos x| • 11 + cos x|_1 - cos 2 x _ sen 2 x __ I senx| 

|senx| • |1+cosx| _ | senx| • |1 + cosx| |senx| • |1 + cosx| |l+cosx| 

y como ||y c '^l| 0 cuando x -> 0, por el principio de imercalacidn se liene que 

lim -—~~ = 0- 




rxj = [oo - « 




(v^x + y/nx - y/nx} (\Ax + s/ttx + y/nx} 

y/nx + y/nx + y/nx 
^nx+y/Wif -(y/Wx) 2 
y/nx + y/nx + y/jfx 
1TX + y/ix - IT 


y/nx + y/lTX + y/nx 
y/nx 

y/nx + y/nx + y/nx 

yft 


n + ^ + V* + ^ 2 ^’ 


3.8. No, porque linij.,.!. /(x) = -2 y liin^-i- /(x) = 2. Tampoco es coniinua en x = 0 ya que no cs(4 
dcflnida. 

3.9. Como lim^-to /(x) = 0, dcbe ser A: = 0. 

3.10. Vx e R, x / 0, la luncidn es cocienle de funciones coniinuas con dcnominador no nulo, por tamo continua. 
El linico posible punio de disconiinuidad es el x = 0. Como /(0) = 0, analicemos el limile en x = 0. Se 
licne 


' 4-1 _ -1 ' 
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jj.11. Como e z ye 1 son funciones coniinuas lambidn lo son su suma y su difcrcncia. El cocienic dc dsias lo scrfi 
en lodos los punlos salvo los que anulen el denoniinador, lo quc ocurrc para x = 0. Es dccir, la luncibn cs 
disconiinua en x = 0 porque la luncibn no esifi dcfinida. 

jj.12. La luncibn liene una disconiinuidad dc salio en x = 0. Continua en lodos los dcmis punios. 

|3.13. No se puede apliear el (eorcma de la acoiacibn dc Weiersirass por no scr continua en x = 1. No csl4 acoiada. 

3.14. Consideramos la luncibn f(x) = cos 2 x - 2 + x 2 , que es conlinua en el imervalo [0; 2a] y en los cxircmos 
1 vale 


/(0) = -1 < 0 y /(2a) = -1 + 8a 3 > 0, 

de donde. por el (eorema de Bolzano, exisle al menos un valor a € (0; 2a) tal que /(a) = 0, quc es la 
solucibn de la ecuacidn. 

3 . 15 . Construimos la funcibn /(x) = e~ z2 - 2x, conlinua en (oda la recta real y (al que es 
/(0) = 1 > 0 y /(l) = | - 2 < 0. 


El (eorema de Bolzano afirma que exisle al menos un a € (0; 1) (al quc /(a) = 0, el cual cs solucidn dc la 
ecuacibn dada. 


A.4. SOLUCIONES AL CAPiTULO 4 


4.1. Por la definicibn de derivada se 


4.2. g'(0 + ) = 0, g'(0 _ ) = -0. 

4.3. Como y' = e z * +hz (2x + h) resulla y'(0) = e°(0 + h) = h, y como la pendicnle de la biseciriz cs 1, 
igualando queda h = 1. 

4.4. Derivando sucesivamenle se ticne 



J/" = ^ cos (f + f) = ^ sen (f + t) -^ scn H^' 

1 / x 2a \ _ 1 / x 3a \ _ 1 x + 3ir 

= 2^ C ° S \2 "2"/ = 2* Sel '\2 + ~2 ) ~ 2^ SC " 2 


de donde y 1 "* = ^-sen 1 *" -. 

4.5. Se liene que 


(h o g)'(0) = h'(g( 0)) • a'(0) = /.'(2) ■ 9 '(0) = 0-2 = 0, 

(S o h)'(0) = g'(m) ■ h'{ 0) = g'( 2) • /.'(0) = 1-1 = 1, 

(h o /i)'(2) = h'(h(2)) • h'( 2) = ft'(0) • /.'(2) = ft'(0) -0 = 0. 
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= Krb)] - Krb)]-i(rb)-^(rb; 


" [l+ff(*)) a 

n [a; 6] y dcrivablcs e 


’ [1 + ff(^)) 2 ’ 

(a; 6), consiclcramos las funcibn, definida 


4.7. Dadas las funcioncs /, g, 6, conlinuas 
por medio de un dcicrminanic, 

I f(x) y(x) h(x) I 

H(x) = /(a) g(a) 6(a) , 

| f(b) s (6) 6(6) | 

que es precisamenie 

H(x) = [p(a)/i(6) - 0(6)A(a)]/(*) - [/(a)6(6) - f(b)h(a)]g(x) + [f(a)g(b) - f(b)g(a)]h(x). 


y es coniinua y derivable. Esia funcidn loma el mismo valor en a que en 6, en ambos punios la funcidn es 
nula, es decir H(a) = H(b) = 0, ya que para csios valores el dcierminanie liene dos filas iguales. Por lanio 
puedc aplicarsc el tcorcma de Rollc a la funcidn H(x) y nos asegura que cxisic al menos un a € (a; 6) tal 
que H'(a) = 0, es decir, 

I /'(*) g'(x) li'(x) I 

/(«) 9(a) h (a) = 0. 

| f(b) 0(6) 6(6) | 

4.8. La funcidn / verifica las condicioncs del leorema de Rolle, la derivada es nula en el punio x = 2\/3 - 2. 
La funcidn g no es derivable en x = 0, por lo que no aplicable el leorema. 

4.9. a) Es aplicable, a = arccos 

b) Es tambiln aplicable siendo a = |. 

4.10. Las funciones son conlinuas y derivables en [1; 2) por lo que el leorema de Cauchy garanliza la exisiencia 
de al menos un a € (1; 2) tal que 


[/(2)-/(l)]0'(a) = [ S (2)-0(l)]/'(o). 
Como f'(x) = e z (x + 1) y g'(x) - j(2x - 3), la igualdad anteriorqueda 


es decir, [2e 2 - e)|(2a - 3) = 0, luego a = | es el valor dado por el leorema de Cauchy. En este caso el 
leorema no puedc expresarse como 

/(2)-/(l) = f(a) 

0(2)-0(1) 0'(a) 

ya que los dos dcnominadorcs son nulos. 

4.11. a)e -0 02 ~ 1 - 0,02 • 1 = 0,98. Con calculadora 0,980198... 

b) sen31° ~ sen30° + 1° ■ cos30° = 0,5 + 0,017453 ■ 0,866025 = 0,515115. Con calculadora 
0,515038... 

4.12. De la simple obscrvacidn de la ccuacidn se deduce que x = 1 es una solucidn, por lo que se puede escribir 
como 

(x - l)(5x 3 + 5x 2 + 5x - 1) = 0. 

Si la funcidn f(x) = 5x 3 + 5x 2 + 5x - 1, que es coniinua y derivable, luviese dos o mis raices reales, 
xo.xi, scria }(x 0 ) = f(x i) y por cl tcorcma de Rolle cxistiria al menos un a tal que f'(a) = 0. Pero 
}'(x) = 15x 2 + lOx + 5 = 5(3x 2 + 2x + 1) no liene raices reales porque la ecuacidn 3x 2 + 2x + 1 =0 
liene discriminante negativo. 
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4.13. Si luviese dos rafces, por cl leorcma de Rolle, scrfa }'(x) = 10x 4 + 1=0 para algun valor de x, lo quc no 
es posible. 

4.14. Es preciso llevar cuidado con el signo ya quc 1 - x es negativo: 



4.15. a) 0. b) 1. 

4.16. a)Selienequc 

i jim E (lnx) 1/x3 = (oo 0 ) = e ,im ‘ •’» ^"’ (l " x) , 
y hallando cl Ifmite del exponcnic 


.. In(lnx) rooi l ii 1 

bm -3—= — = lim = lim 

x-*+oo x 3 LooJ i-.+oo3x 2 x-*+oo 3x 3 In. 

por (anio lim x _, +00 (lnx) l/xJ = e° = 1. 
b) 

ln(l + senx) _ [Ol LJI 


~i^T7 = T = 

1 1 


4.17. Operando lencmos 


y para que este Ifmilc sea nulo cs prcciso quc cl polinomio del numerador lenga grado menor quc el del 
dcnominador, por lo que dcbc scr q = -1 y I) = -2, resullando enlonccs lim x _, +0O j = 0. 

4.18. La funcidn logarilmo nepcriano existird cuando cl cocicnlc sea posilivo. para lo quc cs ncccsario quc nu¬ 
merador y denominador scan ambos posilivos o ambos negalivos, por lo quc la funcidn / no cs(£ definida 
en j—1; 1). 

Veamos si hay asfnioia vertical por la izquierda cn x = -1, 

lirn = lim 1 ^ln = In0 + = -oo, 

y si hay asfnioia vertical por la derccha en x = 1 , 

lim ( ln = hm ( ln ^) = ln ( +0 °) = +oc ’ 

luego hay asfnlolas verticales lalcralcs en x = - 1 y x = 1. 

Veamos si hay asfnioia horizontal para -oo, 

lim /(x) = hm ^ln ^ ^ | ^ = In 1 = 0, 

y si hay asfnioia horizontal para +oo, 

x hm ou /(x) = hrn^ ^ln = In 1 = 0, 

es decir, la recta y = 0 cs asfnioia para -oo y para +oo. 

Al exislir asfnioia horizontal para ±oo, no pueden cxislir asfnlolas oblicuas. 
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4 . 19 . Crccieniccn |0; *)U 2ir\, decreciente cn (^1 x)’ 

4 . 20 . Mfnimo cn cl punio ( ~ l+ 7 5 ^ , ), mtiximo cn ( ~‘~ 7 5v ^ , ' t a v ^ ) • 

4 . 21 . Lado dc la base un mciro y altura un mciro. 

4 . 22 . a) Mfnimocn (l,2),mtiximocn (-1, -2). 

b) No (ienc pun (os dc inflexitin. 

c) Asfntota vertical cs x = 0, asfntota oblicua cs y = x para ±oo. 

4 . 23 . Sc licnc que f'(x) = e- z (-x 2 - 4x - 2) y que f"(x) = e~ z (x 2 + 2x - 2). Resolviendo la ecuaci6n 

x 2 + 2x - 2 = 0 sc obticne x = - 1 ± v/3, y como cs e~ z > 0, Vx G R sc ticnc que 

i € (-1 - v/3; -1 + v/3) => }"(x) < 0 =* /esconvexa, 

x € (-oo;-1 - v/3)U(-l + v/3; +oo) => /" > 0 =* /es ctincava. 

4 . 24 . Es /'(x) = 3x 2 + 2Ax + B c imponiendo que -1 y 2 scan punlos criticos queda 

3(—1 ) 2 + 2A(-\) + 13 = 0 1 3-2j4+-B=0 1 

3-2 2 +-2j4-2+-B = 0 J ^ 12 +- 43 +- B = 0 J 

dc dondc sc obliene que A = yyB = -6. Por tamo la fund tin cs f(x) = x 3 - |x 2 - 6x, y como es 
/(—1) = \ y /(2) = -10, y la dcrivada segunda /"(x) = 6x - 3 vale cn los puntos criticos /"(—1) = 
-9 < 0 y }"(2) = 9 > 0, ulilizando cl critcrio dc la derivada segunda, la funcitin tiene un miximo en el 
punto (-1, \) y un mfnimo en (2, -10). 

4 . 25 . Existc y cs continua y derivable salvo en x = 0. Cona a los ejes en (-1,0) y (1,0). Posee simetria respecto 
del eje OY. Ticnc una asfntota vertical que cs x = 0. Es crecicnte cn (0; +-oc)y decreciente en (-oc:0). 
No posee extremos rclalivos. Puntos dc inflexitin son (±v/3,4). Es convexaen (-oo; - v/3) U (v/3; + oc) 
y ctincava cn (- v/3; 0) U (0; v/3). Su grtifica cs la dc la Figura A.3. 



4 . 26 . Para x / -2 cxislc y cs continua y derivable. Corta a los ejes cn (0, y (-3.0). Posee una asfntota 
vertical cn x = -2 y asfntota oblicua para ±<x> es y = x +- 5, corttindose la grtilica de la funcitin y la 
asfntota oblicua cn (^p, |). La funcitin cs crecicnte cn (-oo; -2) U (0; +-oo) y decreciente en (-2:0). 
Ticnc un mfnimo local en (0, ^) y un punto de inflexitin horizontal en (-3,0). La funcitin es convexa en 
(-3; -2) U (-2; +-oo) y ctincava cn (-oo; -3). La grtifica de esta funcitin esttien la Figura A.4. 
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Figure A.4 Grbfica de la luncibn del Problema 4.26. 


4 . 27 . La funcibn escontinuay derivablecxceptoen x = 1. Tienecortecon losejcsen (0,0). La recta i = lesuna 
asinlola vertical y la recta y = x cs una asfntota ublicua a la que corta cn cl origen. La luncibn cs crccicnie cn 
(-oo;0)U( i/4; +oo) y decrecicnteen (0; 1)U(1; i/4). Hay un minimo relative cn (\/4, 3 >/4), un mbximo 
relativo en (0,0) y un punlo de inflexion en (-'i/3, ^ v^3). La luncibn es convcxa cn (-00; - \/3) U 
(1; +00) y ebneavaen (- i/3; 1). La grifica puede verse cn la Figure A.5. 



4 . 28 . La funcibn cs derivable cn loda la recta real y, por tanto continua. Es siempre positiva y poscc una sitnetria 
rcspecto del eje OY. Ticne una asintota horizontal que es y = 0. La funcibn es crecicntc en (-oc;0) 
y dccreciente en (0; +00). Exislc un mbximo local cn (0,a) y puntos de indexibn en (±|\/2. ^). La 
funcibn cs ebneava en 3 y/2) y su grbdca eslb en la Figure A.6. 


A.5. Soluciones al CapItulo 5 


5 . 1 . Las funcioncs toman distintos valor en el punlo x = -2, pues /(-2) = 0y <j{-2) = 4. por lo que no 

puede scr una de ellas aproximacibn de la otra. 

5 . 2 . Para los dos primeros cs 
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lucgo (Sstos lo son. Para cl primcro y cl ultimo tcnemos 
ln(l + 2x) _ [01 c_H .. 


sicndo los Ifmitcs laleralcs +oo y -oo, por lo quc i 
tampoco lo son. 


i-»o 2x(l + 2x)e lJ [Oj ’ 

o son equivalcnies. Por la transitividad los dos ullimos 


5.3. Como arcsen x ~ x, arctg x 


x y ln( 1 + x) ~ x, cn x = 0, queda 


arctg(arcsenx 2 ) 

™o (e z - l)ln(l +2x) = 


arctg x 2 


5.4. Aplicando infinildsimos equivalcntcs, al ser (c*"’ 1 - 1) ~ 
x = 0, se ticnc quc 


x-o2x 2 2' 
~irxy(l -cos-rx) - 


5.5. El limilc pcdido cs indcicrminado del tipo [ §) pero considerando la equivalencia de infinilfaimos en x = 0. 
senx ~ x, ln(l + x) ~ x, arctgx ~ x, e 1 - 1 ~xytgx~xse tiene que 


x ln( 1 + sen 2x) arctg(sen 3 2x) _ 
™ (e" z - 1)[1 - cos 2 (tg 2 2x)| 


x - 2x • (2x) 3 
r) n-xsen 2 (2x) 2 


rx((2x) 2 ) 2 i-*o 16TX 5 


lim cos(sen2x) - cos2x _ fOl l'ji .. -2sen(sen2x)cos2x + 2sen2x 
x< - [oj “ xTo 4^ 

_ 1 sen 2x - sen(sen 2x) cos 2x _ rol 

" 2™o P = [oj 

LJl 1 . 2 cos 2x - 2 cos(sen 2x) cos 2 2x + 2 sen(sen 2x) sen 2x 

2 ""o 3x 2 

.. COS 2x - cos(sen 2x) cos 2 2x senfsen 2x) sen 2x 

= I'm ----+ lim —-—r-ji- 


= A + B. 
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Usando infinildsimos equivalents, al ser sen 2x ~ 2x, se obliene E 


2x ■ 2x _ 
i™o 3x 2 


y lambi£n se obliene A como 
A = (lim 
= lim 
= ^ lim 


2x) (lim 1 ~ C ° S ( S g”2 1 )cos 2x ^ = 1 ■ lim 1 ~ )c ° s2j = [jj] 

2 sen(sen 2x) cos 2 2x + 2 cos(sen 2x) sen 2x _ 1 2x cos 2 2x + 2x cos 2x 


2x[cos 2 2x + cos 2x) _ 


= - lim [cos 2 2 
3 i-*o l 

Ya que el valor del Ifmite pedido es A + B, rcsulla 


lim 


cos(sen2x) -cos2x _ 4 4 _ 8 


x 4 3 3 3' 

5 . 7 . Ulilizando cualquiera de los ires m£(odos descrilos se obliene que 

P(x) = 2(x - 2) 3 + ll(x - 2) 2 + 17(x - 2) + 8. 

5 . 8 . Del polinomio de la funcidn sen x en el punlo a, de grado ires con resto, se deduce que cs 

h* 


sen(a + h) = st 
de donde 


4! 


|sen(a + h) - sena - h cosa| < — | - sena| + -j-1 - cosa| + — |sena| < y + -y + 


ya que | - sen a| < 1, | - cos a| < 1 y | sen a| > 0. 

5 . 9 . a) Escribiendo la funcidn y sus dcrivadas y particularizindolas cn x 


/(*) = e' 

f'{x) = e 
/"(x) = e 
/"(x) = e 


COS X 

n 1 (cos 2 x - sen x) 
nl (cos 3 x - 3cosxs 


= 0, 

/(0) = 1 
/'(0) = 1 
no) = i 

JSX) /"'(0) = 0, 


se liene que el polinomio de MacLaurin pedido cs 

P(x) = 1+x+y, 

es decir, el polinomio de grado 3 coincide con el polinomio de grado 2 al ser /"'(0) = 0. 
b) Se lienen las derivadas 

/(x)=x 6 + x‘+x 2 +l /(l) = 4 

/'(x) = 6x 5 + 4x 3 + 2x /'(1) = 12 

/"(x) = 30x-‘ + 12x 2 + 2 /"(1) = 44 

/'"(x) = 120x 3 + 24x /"'(1) = 144 

/< 4 '(x) = 360x 2 + 24 = 384 
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P-M = 4 + if (* - i) + (* - D 2 + ^ (* - D 3 + -J-(* - D 4 

= 4 + I2(x - 1) + 22(x - l) 2 + 24(x - l) 3 + 16(x - l)' 1 . 

/3x\ 3 9 3 81 5 , /3\ " U7T x" 

Se “( 2 ) ~ 2 X 16 X + 1280 X ‘ + (,2/ Se " 2 ‘ n! 

© " +l 3tt + (»+l)jr x n+I 

Se " 2 (n + 1)!’ 


5 . 11 . Se tienc la funcibn y las dcrivadas 

/(x) = (e x + 2) 2 , /'(x) = 2e 2x + 4e x , /"(x) = 4e 2x 


por lo quc la derivada n-bsima, pa 
n > 1, el polinomio de Taylor cs 


a 7. > 1, cs / (n) (x) = 2 n e 2x + 4e x . Como es / (n) (l) = 2 n e 2 + 4e, si 


Comocs / (n) (0) = 2" + 4, si n > 1, el polinomio de MacLaurin cs 


El (brmino de Lagrange para cl polinomio de Taylor es 


T n (x) = />,,+l>(Q) (x - 

(71 + 1 )! X 


y para cl polinomio de MacLaurin cs 


- /<"+'>(a) _ 2" + 1 e 2a + 4e a , 


f (m - l)a m _|X m 2 + (m - 2)a m _ 2 a 


f (a m _i - ma m )x m_l + (a m _ 2 - (m - l)a m -i)x m 
-1- (ai - 2a 2 )x + (ao - ai), 
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m-2 - (m - l)a m _i = 0 
m-3 - (m — 2)a rn _2 = 0 


a i — 2a-2 = 0 
a 0 - ai = 0 


m-2 = (m - l)m 
m-3 = (m — 2)(m - l)m 


ai = 2 ■ 3 ... (m - l)m = m! 
a 0 = m! 


P(z) = i m + mx m 1 + (m - l)mx"‘ 2 + (rn - 2)(m - l)nix m 3 + • ■ • + rr 

5 . 13 . Seticneque 


2>/x v ’ k Ax^/x 

de f'(x) = 0 se obtienc que | y 2 son los puntos crfticos, pcro como cs /"(2) = 0 cl critcrio dc la dcrivada 
segunda no decide. Como es 


/'"(*) = 


105x 3 - 90x 2 - 36x - 24 


la funcidn es creciente en x = 2, no posce exircmo cn cstc p 
la funci6n. 

5 . 14 . El polinomio de MacLaurin dc grado cinco de esta funcidn cs 


:s adcmds un punto dc inflcxidn dc 


x^ x^ 
' 3! + 5! ’ 


por lo que haciendo x = rcsulta 


sen — ~ — 


12 12 12 3 • 3! 12 s 5! 


~ 0,261 799 - 0,002 990 + 0,000 010 = 0,258 819. 


El valor obtenido cs una buena aproximaci6n, pues ulilizando la f6rmula del seno del arco milad s< 


sen— = sen 15° = J- — C ° s3 °° = -J 2- \/3 = 0,258 819045... 

12 V 2 2 v 

5 . 15 . Comoes \/e = e 1 / 3 , consideramos el intervalo (0; |) donde cs vdlida la igualdaddada por cl polinomio dc 
MacLaurin 


= 1 + 1 + 21 + 3! + '■ + Td + rn(l) ’ 
Comoes / (n+1) (o) = e“, parax = 5 cs 




y dcbcmos hallar cudnlos Idrminos del polinomio hcmos de lomar para que cslc c 
AI ser e ,/3 < e < 3, podemos acolar e“ < 3 y enlonccs scrd 


:>r sea menorque 0,001. 
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Encontramos quc para n = 3 cs ^ = 0,001 543 y para n = 4 es = 0,000 103, por lo que hemos 
dc elcgir cl polinomio de MacLaurin dc grado cuatro para garantizar la condicidn pcdida, es decir, el valor 
que hemos de lomar cs 


y3 = ei^l + i + 




1 1 1 1 _ 2713 

+ 3 + 18 + 162 + 1944 “ 1944" 


A.6. SOLUCIONES AL CAPiTULO 6 


6.1. Como (senx)' = cosx, rcsulia 

J e xnz cos xdx = J e scnx d(sem) = J d(e xnz ) = e®*" 1 + C. 

6.2. Setiene 

J{\-xfdx=- J(l-x) 2 d{\-x) = -^-^-+C=^^-+C. 

6.3. Resulta 

J (cotg 2 x + cotg' 1 x)dx = J cotg 2 x (l + cotg 2 x) dx 

- - J cotg 2 x (-1(1 + cotg 2 x)) dx 
= - J (cotg x) 2 d(cotg x) = - i cotg 3 x + C. 

6.4. La integral es 

J cos 3 xdx = J cos x cos 2 xdx = J cosx(l - sen 2 x)dx 
= J cos xdx - J sen 2 x cos xdx 
= J d( sen x) - J sen 2 xtZ(sen x) = sen x - ?£!L-£ + q 

6.5. Tcncmosquc 

J cotg 2 xdx = J{ 1 + cotg 2 x - l)dx = f( 1 + cotg 2 x)dx - J dx 



= - j (-1(1 + cotg 2 x)) dx - j dx = 

- J d{ cotgx 

6.6. Rcsulia 

1 -=- dx = 1 -- —-dx = 1 

• d(e z ) 


J 1 + e 21 J 1 + (e*)* J 

1 +(e x )2 ' 

6.7. La integral es 

J C ix dx = J ^ e ^ ^ dx = J 

r d{e z ) 



\/l - (e x ) 2 

6.8. Sc ticnc 




- arcsen e z + C. 


/1 + 9 ** dx ~ / ITT^ - 5 / = 5 / TT^ = 5 arctg 3x + r ' 
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■ Por panes con u = arctgx, dv = dx, es du = j£,dx, v = x, de donde 

J arctgxdx = xarctgx - J ^ X ^ dx = xarctgx - i J y-^-jdx 

= xarctgx - ^ J ) = * arctgx - ^ ln(l + x 2 ) + C. 


J x 2 e z dx = x 2 e z - j 2xe z dx = x 2 e 1 - ^2xe z - J 2e x dxJ 
= x 2 e z - 2xe z + 2e z + C = (x 2 - 2x + 2)e z + C. 
■ Con la expresi6n del seno del arco doble, sen 2x = 2 sen x cos x, queda 


6 . 12 . 

6.13. 

6.14. 


f x 4 e 3zi dx 1 f 3 i . 1 3 ,i 

J—r- = rr 5 J e (15x )dx = r 5 e +c - 

La integral pedida es 

f 2x 5 . 1 f 2x 5 , 1 [ 6x 5 J 1 /~ d(x 6 + 3) 1 . . 6 ^... 

J 3i«T9 dX = 3 J ^*73 dX = 9 J ^®"+3 dX = 9 J = 9 n(l + ' l) 

Integrando por panes con u = In x y dt> = x 2 dx es 
x 3 1 


j x 2 \nxdx = ^\nx - j ^^dx = ^\nx - J x 2 dx = ^-(3lnx- 1) + C. 

. Por panes con u = x- 2ydv = e~ x dx queda 

/(x - 2)e~ z dx = -(x - 2)e~ z + J e - z dx = -(x - 2)c- r - e~ z + C = - x) + C. 

. Por partes con u = In x y dv = (x 2 + 1 )dx la integral es 

|(x 2 + 1) Inxdx = (x + y) Inx - J I (x + |)dx 

= { x+ j)' nx -J dx -J T dx ={ x+ T)' nx - x -Y +a 

. Es una integral racional con cl mismo grado cn cl numerador quc cn el dcnominador, por lo que dividiendo 
y descomponiendo se tienc 

= x + J -dx + J dx = i - 7 In |x - 2| + I21n|x-3| + C, 
ya que de la igualdad 5x - 3 = A(x - 3) + B(x - 2) se obticncn A = -7 y B = 12. 
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6.18. Descomponiendoen fraccioncs simples 

13x 2 - 4x - 81 = A B C 

(x - 3)(x - 4)(x - 1) x - 3 x - 4 x — 1 

se oblienen A = -12, B = 37 y C = -12, por lo que el resultado es 

— 12ln|x-3| + 37ln|x —4|- 12ln|x —1| + C. 

6.19. La integral pcdida es 


f dx = - f dx = - f ——— dx - 3 f —t— -d: 

J x 2 +49 2 J x 2 + 49 2 J x 2 + 49 J x 2 + 49 


= i|n(x 2 +49 )-*-]— 
6.20. Descomponiendo cn fraccioncs simples 


dx = In \/x 2 + 49 — - arctg ( — ) + C. 


(x - l)(x + l)(x 2 + x+l) x-l x + l x 2 +x+l 
se obtienen A = §,B = |, A/ = y N = resultando la integral 

5 f dx 5 f dx f =Px - § 5,, ,. 5, . „ 5 f 2x+l , 

= |ln|i - 1| + ^ln|i + 1| - § ln(x 2 + i+ 1) + C. 

6.21 . El denominador de la funcidn subintegral ticne por rafces ±t que son cuddruples, por lo que descompone- 
mos por el mdtodo de Hermitc en la forma 


[ * = 
J (x 2 + l ) 4 


ax 5 + 6x 4 + cx 3 + dx 2 + ex + / 


f Mx + N J 

J-STT^- 


4-l)< (I- + l| J 

Derivando y simplificando podemos igualar los numeradores 

1 = (x 2 + l)(5ax 4 + 46x 3 + 3cx 2 + 2dx + e) - 6x(ax 5 + bx 4 + cx 3 + dx 2 + ex + f) 
+ (x 2 + 1) 3 (A/x + N) 


y ordenando cl polinomio e identificando los cocftcientes resulta el sistema 


0 = M 

0 = 5a - 6a + N 
0 = 46 - 66 + 3 M 
0 = 3c + 5a - 6c + 3 N 
0 = 2d + 46 - 6d + 3A/ 
0 = e + 3c - 6e + 3N 
0 = 2d - 6/ + M 
l=e + N 


cuya solucidn es 6 = d = /=A/ = 0, a = JV = ^,c=§,e=^. Por tanto la integral e: 

f dx ^x 5 + §x 3 + |^x f ^ 15x 5 + 40x 3 + 33x 5 

J&TW*- &TTT 3 - + J xU~l dX= 48(x 2 + l) 3 + !i an 
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6 . 22 . Las rafces del denominador son 1 ± t dobles, pcro dado que el numcrador ticnc cl mismo grado quc el 
denominador, para que la ftaccidn pueda descomponcrse en fracciones simples cs prcciso comenzar por 
efectuar la divisidn, que da por cociente 1 y por reslo 4x 3 - 10x 2 + 8x - 2, por lo que sc liene 


-h*J 


4x 3 - 10x 2 + 8x - 2 


Esla ultima integral la descomponemos por cl m£todo de Hcrmitc 


f 4x 3 - 10x 2 + 8x - 2 

J (x 2 - 2x + 2) 2 


ox + 6 
x 2 - 2x + 2 


/ 


A/x + N 

x 2 - 2x + 2 


dx. 


Derivando queda 

4x 3 - 10x 2 + 8x - 2 a(x 2 - 2x + 2) - (ax + 6)(2x - 2) Mx + N 
(x 2 - 2x + 2) 2 “ (x 2 - 2x + 2) 2 x 2 - 2x + 2 ’ 


de donde results 

4x 3 - 10x 2 + 8x - 2 = A/x 3 + (-a - 2M + N)x 2 + (-26 + 2M - 2 N)x + (2a + 26 + 2 N), 
siendo la solucidn del sistcma formado a = -1,6 = 3, M = 4y N = -3. Por lanlo 

f x4 - 2x2+ ± dx = x + ~ X + 3 + / 4J ~ 3 dx 

J (x 2 - 2x + 2) 2 x 2 - 2x + 2 J x 2 - 2x + 2 

x - 3 / 2x - 2 , , f 1 . 

~ X x 2 -2x + 2 + J x 2 - 2x + 2 + J x 2 -2x +2 * 

- * - +2 '" (I “ - 21+2)+ / 

2 ln(x 2 - 2x + 2) + arctg(x - 1) + C. 


x 2 - 2x + 2 

6.23. Con el cambio l-x = t 2 esx=l-t 2 ydx = -2 tdt, resultando 


Jxy/T^idx= J(l -t 2 )t(-2t)dt = J(-2t 2 + 2f')d 


6.24. Para la primera integral: 


f 1 . dx = f . 2 — dx 
J s/4 - 9x 4 J _ 2 X 2 

yj'-m 


dx = - arcsen - 


Para la scgunda integral, por el m£todo alemSn se tienc que 
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derivandoe igualando numcradores sc oblicnc 

54x 6 - 20x J - 45x - 3 = - 54ax G - 456x s + (20a - 36c)x J + (166 - 27 d)x 3 
+ (12c - 18e)x 2 + (8 d - 9/)x + 4e + K, 

dc donde resultan a =-l,b = c = d = e = 0, f = 5yK = -3, lucgoes 


f 54x G - 20x'* - 45x — 3 




donde la ultima integral cs la del primer apartado. 

6.25. Con el cambio sen x = Ha integral qucda 


f cos 5 xdx f cos' 1 xcosxdx f (1 - t 2 ) 2 dt f l - 2t 2 + t’ 1 

J - J sen 2 x “ J T 2 -J t 2 

= J t~ 2 dt - J 2dt + J t 2 dt =t ~ ~ 2t + J + C 


6.26. HI cambio tg x = t es adccuado, pcro de forma inmcdiata la integral e: 


J = = J l S 2 xd(t%x) = 


6.27. Esta integral sc calcula por partes hacicndo u = arctg x y dv = x 2 dx 


Jx 2 arctg xdx = | arctgx - \ J ^ dx = ^ arctgx - J / (* - dx 

= T arctgx - l j xdx + J J jfr*^ = r 3 ‘gx - ^ 2 + i ln(x 2 + 1) + C. 


J( 1 - Int)</f = Jdt- J\ntdt = t - (tint - t) + C = t(2 - In t) + C, 


ya que la integral del logaritmo, por paries es 


j In tdt = t In t - J jdt = t In t - M - C. 


6.29. a) Intcgrando por partes tres veccs qucda -e X (x 3 + 3x 2 + x + 2) + C. 
b) De forma inmcdiata esta integral vale 




J 4 + e AJ i + (^) AJ i + (4T 

6.30. Escribidndola cn forma de seno y coscno la integral pedida cs 
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i|ue es impar en cus x pur lo quc el canibiu son x = Ha transforma en racional. Peru si observamos quo cl 
numendur es la dcrivada del denominador. el rcsullado de la integral cs direclamcnlc 


J I + son x J 1 +se 


- In (x a + 9) - — orctg - + C t 


h)x + [n \Z j» J +x'+1 - ^ OICtg ^r + c 


6.32. La integral es par en seno y coscno por lo quo el cambio tg x = t la convicne en racional. Pur obscrvacidn, 
prcparamlo en el numerador la derivada del denominador, hallanios el valor de csta integral de forma cosi 
inmediaia. puts 

/ senx + cosx /'cosx + scnx, t d( sen x-cos x) ... _ 

- dx = / - dx = / -i- -dx = In soux - cosx + C. 

sonx - cosx J sonx - cosx J senx-cosx 

6.33. Mediante la expresidn 

y el cambio x + | = 3 sec t se oblienc 

J -pj==== = J sec tdt = In | sec t + tg(| + C = ln|2x + 5 + ly/x* + 5x + c| + C, 

donde la integral J sec tdt esti hecha en el Problcma rcsuelto 6.23. 

6.34. a) Adecuando la funcidn subintegral al mitodo se liene 

Ii = J cos 3 xdx — J cos 3 xcosxdx = J cos 1 xd(sen x) - cos 2 x sen x - J senx<i(cos 2 x) 

= cos 2 xsenx - J 2senxcosx(- senx)dx = cos 2 xsen x + 2 J sen 2 xcosxdx 
= cos 2 x sen x + 2 J( 1 - cos 2 x) cos xdx 

= cos 2 x sen 1 + 2 J cosxdx -2 J cos 3 xdx = cos 2 xsenx + 2senx - 2/i 

Despcjando / 1 en esta igualdad resulta como valor de la integral pedida 

/1 = J cos 3 dx = ^ senx(2 + cos 2 x) + C. 

b) De acuerdo con cl mttodo a seguir la integral h se calcula con cl siguicnle proccso 

I 3 = f ( COSJ ) ln ( SCnj ) J- -Q Al-f-,—- O / 

J v/senx J 2v/senx J 

= 2 |v/Senx(ln(senx)) - J v/senxd(ln(senx))| 

= 2 |>/senx(ln(senx)) - J >/s«nix^-j; cosxdxj 

= 2 |v/ienx(ln(senx)) - j -^==d(senx)J = 2 |v/senx(ln(senx)) -2 J j^==| 

= 2 ^>/senx(ln(senx)) -2 J dy/aenxj = 2 (v/senx(ln(sonx)) - 2\/senx) + C. 
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Con lo cual el valor dc la integral es 

f (cosx)Jn(senx) ^ _ 2 ^/^^nx(ln(senx) - 2) + C. 

J ^/senx 

6.35. Por partes sc tienc que 

_ r x n <lx f x n —1 x _ f x n ~'(-xdx) 

In -jsrr^-JsfiT^ J 

= - Jx n ~'d(y 1 -x 2 ) = - |x n_, \/l -x 2 - J(n- l)x"~ 2 \/l -x 2 di| 

= -i-Vl -x 2 + (n- 1) J J^_ xl (l-x 2 )dx 
= -I n- Vl -x 2 + (n- 1) / ^ _ x i dx -(”-!) J x 2 
= -x n - l <fr^? + (n-l)I„-2-(n-\)I n , 

resultando n/„ = -x n_1 \/l - x 2 + (n - l)/„_2,con locuales 

6.36. Escribiendo sen" x como sen" -1 xsenx e intcgrando por partes con u = sen" -1 x y dv = senxdx, s 
tienc 

I„ = J sen "xdx = J sen n ~ l x senxdx = - cosxsen" _1 x + (n - 1)^ sen n_2 xcos 2 xdx 
! x + (n-l) J sen" _2 x(l - sen 2 x)dx 
n_1 x + (« - 1) J sen n ~ 2 xdx - (n - 1) J sen "xdx. 


= -cosxsen 

= - cosxsen' 


cs decir, 
de donde results 


/„ = - cosxsen n-, x + (n - l)/„_ 2 - (n - l)/„, 


6.37. Escribiendo tg "x como tg" -2 x tg 2 x, se tiene que 

/„ = J tg n xdx = J tg n_2 xtg 2 xdx = J tg" _2 x(scc 2 x - 1 )dx 

= / tg ,,_2 xsec 2 xdx - J tg n_2 xdx = J tg n-2 xd(tgx) - I n - 2 = tg"“‘x - I n . 

A.7. SOLUCIONES AL CAPlTULO 7 _ 

7.1 . Intcgrando por partes con u = e 3x y dv = sen xdx queda 

/ = J e 3x sen xdx = -e 3x cosi + J 3e 3x cosi dx 
y haciendo ahora por partes otra vez con u = 3e 3x y dv = cos xdx resulta 

I = -e 3x cosx + 3e 3x senx - J 9e 3x sen xdx = e 3x (3seni - cosx) - 9 1, 
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de donde 10/ = e 3l (3senx - cosx), y por lanio es 



Se licne cntonccs que 



= ^ (e 3 (3sen 1 - cos 1) - (3se»0 - cosO)) = ^ (e 3 (3sen 1 - cos 1) + 1). 

Obsdrvese que con la fdrmula obtcnida en el Problcma rcsuclto 6.34 sc llcga al mismo rcsultado. 

El numero obtenido reprcsenta la medida del drea limitada por la grdfica de la funcidn subintcgral, cl 
eje OX y las rectas x = 0 y x = 1, que puedc verse en la Figura A.7. 



Figure A.7 Inlerprelacidn del valor de la integral delinida como drea. 

7.2. a) Hacicndo primcro por partes con u = x 2 y despuds otra vcz por partes con u = ^, se llcga a que 



1 „ (1 2 2 \ 1 a 2 + 2a + 2 - 2(' a 

3 +C (a + ^-a-j = S + -- 


b) Si cs a = 0, en lodos. si es a ^ 0 sdlo en x = 0. 

7.3. La fund tin es continua en [0; 3) y por lanto cxistc un r € [0; 3| tal que 

J\(x-l) 3 + l)dr = /(r)(3-0). 

Como cs 

J 3 ((x - l) 3 + 1) dx = j\x - l) 3 d(x - l) + j\lx 

= [±(x - l) 4 ] o + I x\l = i (2‘ - 1) + 3 = J 15 + 3 = J(15 + 12) - j, 
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ycomo }(c) = (c- l) 3 


/(c)(3 — 0) = ((c — l) 3 + l) + 3 => —=3 ((c- 1) 3 + 1) => (c - 1 ) 3 + 1 = - 

=> (--I) 3 = I => 1 = v/f =* c= l + i/W- 


7.4. Puesto que Vie [0; §] es 0 < cosx < 1, se deduce que 0 < c 
donde 


J cos 2k+l xdx < J cos 2k xdx < J 


es decir, I 2 k+ i < hk < hk- i , resuliando que la sucesidn { /„ } es decrecienie y acotada infcriormcnie por 
0. Ademds teniendo en cuenta el Problema resuelio 7.4 queda 

. ^hk +l ^hk + i (2fc)H (2fc - 1)!! 2k 
I 2 k ~ hk-i (2fc+l)M (2fc-2)l! 2fc + 1 ’ 

sicndo linriAr = 1, por lo que cn virtud del principio de inlercalacidn de los h'miles es 


(2k +!)!!■ (2k - 1)!! • tt k ((2fc - l)!!) 2 (2fc + l)*’ 


((2fc - l)!!) 2 (2fc + 1) _ 1^ 
((2fc)!!) 2 2 


y tambidn, extraycndo rafz cuadrada y teniendo en cuenta que lim* = lim* Vk, queda 


1 - 3 - 5 - - - (2fe — \)Vk 1 
" 2 ■ 4 • 6 • • • (2k) ~ s/H' 


que es la fdrmula de Wallis. 


7.5. La funcidn no esld dcfinida cn x = 0 y corta al cje de abscisas en x = ^i. Como lj y en e; 

intervalo la funcidn y(x) es positiva, basta haccr 


» = /'»(«)*-/’(2-i)* 


1 1‘ „ 1 , 3n/3 2,8 1 

2x 2 J ys 2 8 3 3\/3 6 


! , por lo que cl Area pedida e: 


7.7. Las dos curvas sc conan cn x = 0 por lo que cl drea es 

A = j[ V ~ e-*)dx = [e' - (-e-')jJ = [e* + e"')* = e + I - 1 - 1 = ~ * + 1 = 

7.8. a) La ccuacidn de la elipsc cs y = ^ \/l6 - x 2 y por simetria el drea pedida viene dada por 


A = 4 J j \/l6 - x 2 dx = 3 J \/l6- x 2 dx. 
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con el cambio x = 4 sent, dx = 4 cos tdt y parax = 0 est = 0 y parax = 4 cs t = |, luego 




Figure A.8 Las dos regiones del Problems propuesto 7.8. 


b) La circunferencia liene por ecuacidn y = -3 ± \/25 - x i y ambas curvas se cortan en x = ±4, por lo 
que la circunferencia divide la pane interior de la elipse en dos regiones, como se observa cn la Figura A.8, 
una superior de 4rea A, y otra inferior cuya Area cs A,, de forma que por simctrias cstas drcas son 


-3+ x/25-x 2 dx 


=>j:h \/l6 - x 2 - v/25 - x 2 ^ dx = 6 jT <^ + \J \/l6-x 2 dx-2jf \/25 - x 2 dx. 


Puesto que el cambio x = a sen t y el Ejemplo 6.23 nos dan 

J y/a? - x 2 dx = a 2 J cos 2 tdt = a 2 ^ = y arcsen ^ sen ^2(arcscn , 

se liene que 

4 

A, = 67r + 12 - 25arcsen -, 

4 

Ai = 67T - 12 + 25arcsen 


ya que sen(2 arcsen |) = sen(2 a) = 2 sen a cos a = 2 £ § = §f, sicndo a = arcsen |. 

7.9. Sc liene que 

A = 2 J 3 (cosx - (1 - cosx))dx + 2 (1 - cosx - cosx) dx 

= 2 J* (2cosx - l)dx -2 JJ (2cosx - l)dx = 2(2senx-x]j -2|2senx -x)| 

= 2 (' / 5 -I-( 2 -i-' / 5 + i)) = 2 (' / 5 -i- 2+ ^ + N/ 5 -i) = 4 (N/ 5 - 1 ) -i- 
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7.10. Comoesj/' = 1} v'i, resulta 


-jfv 




Hacicndo el cambio de variable 4 + 9x = < 2 , cs 9 dx = 2tdt, y hallando los nucvos h'mitcs dc intcgra- 
cidn: x = 0 => < = 2, x = 1 => t = \/l3, qucda finalmcnie 

r r' m t2tdt 13x/l3-8 

L = h 2~ = J 2 ^ dt= [2lU = ~^~- 

7.11. Como y' = 2x, la longilud pcdida csl4 dada por 

L = J \/ 1 + 4x 2 dx 

y hacicndo cl cambio \/l + 4x l = 2x + t, cs x = y dx = ~^ ( V dt. Los Ifmilcs dc intcgracidn 
cambian, pucs para x = 0 cs t = 1, y para x = 1 cs t = y/E - 2. Por lanlo 

* - 1: ***- - r + ■) ^ - - r ^ 


7.12. La recta quc pasa por esos puntos licnc por ecuacidn y = 2 + 2(x - 2) por lo que el volumcn es 

v = n j\2 + 2(x- 2)) 2 dx = n J\ax 2 - 8x + 4)dx = ;r - 4x 2 + 4xJ = ^2. 

7.13. El volumcn pcdido, por simctria, cs 

v - 2 'L l, ' , '* = 2 'r(' _ T) dl - 2 '[ I -^] 0 = 2 '( 2 _ n)-T' 

7.14. El volumcn cs 

V = nj\ 2 (y)dy = * jT(25 - ,/)dy = ir [ 2 5 y - £] ‘ = * ( 5 0 - | 

7.15. Proccdicndo como cn cl Problcma rcsucllo 7.15 sc oblicnc 

V = (R 2 + r a + rtr)y. 

7.16. Tc nemos 

J ^ (|2x| + E\2x\)dx = J \2x\dx + J' E(2x)dx. 

Vamos a calcular cada integral por separado. Tcncmos 

J \2x\dx = J -2 xdx + J 2xdx = -2 ^yj + 2 |y j = 2 ^ + 2 ^ = 2, 
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j'_E\2x\dx = |’ 1/2 (—2)dx + (-l)dx + J Odx + Idx 

= |- 2 x |:; /2 + |-x|“ I/2 + 0 + [ x |! /2 = -2(-5 + 1 ) - (0 + J) + 1(1 - i) = - 1 . 


El resultado buscado cs 


7.17. Escribamos 


J i (|2x| + E(2x|)dx = J' |2x| dx + J' E\2x\dx = 2-1 = 1. 

J ^ sent 3 df = J sen t 3 dt + sen t 3 dt = J sen t 3 dt - J' sen t 3 dt, 

con a > 1 y x > 1. Por tanto la funcidn cs 

ru(x)=2x 4 +5 / .„( I )=_L T 

F(x)= j sen t 3 dt- sent 3 dt = Fi(u) + F 2 (v). 

Como sent 3 es continua en (-oo; +oo) podemos aplicar el Tcorema fundamental del Cdlculo, quc 
junto con la regia de la cadena nos permitcn obtener 

dF(x) dFi du dF 2 dv . / 1 \ 3 / 1 \ 

(“<“■ +51 >< 2 **■>-{—,) (-( JTip ) 

- 8 ' I “ l '( 2 *' +5| ’ + 5r L ri5”(r L i) ■ 

donde = senu 3 y = sent) 3 . 

7.18. Sea /(x) = e z y P = {0, j}} = {xo.x1.X2,... ,x n } una particidn de (0; 1). Se licnc quc 

S(/,P) = /(xi)(xi -x 0 ) + /(x 2 )(x 2 -n) + • • • + /(x„)(x„ -x„_,) = 

= I ei+ I e 3 + ... + I eS= I( ei+e i + ... + e S ). 

de donde 

lim S(f,P) = limi (ei + e- + --- + e2) = e z dx = (e x |i = e - 1. 

7.19. Como vamos a trabajarcon la panici6n de (0; 1] dada por 


lo primero que dcbemos haccr es buscar cxpresiones £ cn cada uno de los factorcs. Obscrvando quc 

a = 1,2,3, . ..n. 


" 2 i + (S) l + (5) 


el Kmite puede escribirse c< 


lim " 





ft] quc nos enfrcniamos cs quc estamos uahqando con un pmducio do idrniinos 

A 

* + (S) 5 * 

cm vet dc ai aim, quc cs lo quc iparecc cn la dcfinicidn dc inlcgral dcftnida. HI producio sc convicrtc cn 


i a i 

n 

\ i + (i) J > + (J ) 5 ■ +(*)’ 

i + (S)\ 


" ['" >1»+ (i) fc »+ (S) a 1 + (5)" 1+isT 

(in-+ In-j + • ■ • + In-j)| . 

In ' + (*) > + („ a r i + (5)vJ 


Si cofiuderamas It funcidn f(x) = In —Icnicndocn cucnla la purlicidn clcgida, rcsulla 
S(J.P) = /(ii)(xi - x 0 ) + f(x 1 )(x 3 - x,) + • • • + /(x„)(x n - x n _,) 


lim - In- 0 —x + In 11 —» + • • • + In 11 —* = limS(/, P) = f In . T , </x, 

""l TT(T7 F7(a? T7(tf\ Jo i + * a 

quc puodc inicgranc par panes lomando u = In jfp ,dv = dx, 

/' rh* * rf?l." jf ' - '" 2 - 1! ItS*' 

ya quc lim,^. 0 * x In - 0. Para Icrminar la inlcgral cscrihimos 

Jo TTP^ = -/ ( r ^-l)dx = -|2nrctgx-x|i=-( 2 =-l) = l-^ 

Dado quc cn cl proccso he mo* lomado logarilmos, cl rcsultado buscado cs c 1 ~ ! ~ ll,a = £ H- c 1 ~ i . 
7-20. Como f? y a 2 ion potmvm. cs mxesario quc sea cos 20 > 0, por lo quc sdlo son admisiblcs los dngulos 


1 0 < 20 < - 
^ < 20 < 2ir 


0 < 0 < - 

'.in a 
— <0< n 


HJ valor mdsimo quc puede lomar res a, como sc observe cn la Figure A.9. 





Aptndice A / Soludones de los problemas propuostos • 361 



Flflun A.9 Lemniscata an el primer cuadrante y lemnlscata complela. 
La superficie buscada es cualro veces la cncemida cn el printer cuadrante, rcsultando 
= 2{,i £ cos 2 9d8 = 2 a 1 ? = a 1 . 

7.21. Resulta 


A 


\J o a 2 (l + cosfl) 2 d0 = y J (I H 


2 cos 0 + cos i 0)d6 


— 0 + 2sen0 + -9 


1 sen 2 0j 2,r 

2 2 J 0 


2 


7.22. De la ecuacidn de la clipse se obtienc y = ± ^ 1 - ^6. El doble de y = ± - £b e 

transversal. La allure del lri£ngulo equilStero vienc dada por h = x/3y. El drea del irtfngulo es 


/1(t) = -base x allure = - 2y\/3y = \/3 y' 2 . 


Por tanto el volumen c< 


V= J“ A(,x)dx = 2 A(x)dx = 2\ft y 2 dx = 2y/3^ 

-^ [* - ^ (- ») =(- - 1 ) - 


A.8. SOLUCIONES AL CAPlTULO 8 

8 . 1 . a) 




jh* - /H. 

. tan |xr'- ^Ijin^leVx-1)1^ - m Hm a) r m (»n - l)-0 + r°-+oo. 

11 a)Vr€ la 

f'vh*- Lib**+1. rh* _ 

- J£ » f mi iT?^ + . / TTP^ 

- i Jaictgxfc,, + l|tl li^n M |•^ct«*^■ 

= _ ltm^(arrtgr - arrtgtn,) + ^llm^arctgmj - arctgc) 

= arctg r - ^ lim^arrtgmi + ^ hm^nrctgmj - arctgc 

- lim arctg mj - lim arctg mi - arctg(+oo) - arctg(-oo) 

b) Utihoado la dcflakido dc integral imprupia dc primer* espccic ic licnc que 

/♦« x J , r id* I 2xdx 1 „ d(x a ) 

/ TTF-j-S!./, ttw 

■ 5 .Sj. - 5 '] - 5 (5 - j) - 5 

for unto la Integral dada ea coovcrgcnlc y ni valor es 
19. Paolo que /(x) ca una funndii par la integral impropia ci 

/ /(x)dx = 2 / " . dr = 2 lim f ° -. dx = 2 a lim larctgxjo 1 

m JO * + 1 m—*<x>J 0 1 + X* m-*+<*> 

= 2n(^hm^arrtgm - arctgO) = 2a ^ hm^arctgm - 0 - 2a- * an, 

co dec*, o convcffcmc dc valor mr. Imponicndo la condlcldn an = 1, reaulta que debe icr a « A. Para 
cmc vale* dc (i la foocidn dada o la funcidn dc dcniidad dc la diilrlbucidn de Cauchy, que ic ctludla cn 


x* + 4 x* + I 

y la inirgral / 4 * jifyj dr o convcryenie. puo o la integral del Problem! propucilo 8.2.a, la Integral 
pgfcda a ticnigw. No tabernot cudnlo vale, pent lahtendo que o convergcnlc, por icr par la funcidn 


V' ' * . a p * * . a I f ~ -J—dx 

/-■«. ** ♦< Jo * 3 +4 iJo (l) J + 1 


(!) ■ 

= limJarctg^ir = lim arctg ^ - arctgO - \ - 0 = 
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anverger 

r 


la integral es absolutanicntc convergente, luego convergcntc. 
b) Como 


xcosxdx = lim J xcos xdx, 
m u = x, dv = cos xdx. es du = dx, v = sen x, por tanto 


integrando por partes cc 

J xcosxdx = ^lim J x cos xdx = lim |x sen x - J sen xdxj 

= m!i l +oo l xsenx + cosxjJJ 1 = lim (msenrn + cosm) - 0 


y la integral es divergente porque este Kmile no existe. 
8 . 6 . a) Puesio que para todo x e [1; +oo) es 



y la integral /, + °° pdx es convergente. la integral dada es convergente. 

b) Si queremos hacerlo por comparacidn cn el limite, bastard comparar con /, +0 ° jdx, quc es divergente. y 


' 


ambas integrates tienen el mismo car4cter. es decir, la integral pedida es divergente. 

Si queremos hacerlo por comparacidn por mayorantc, bastard tencr en cuenta que para todo 
[1; +oo) es 


v/l +x 2 < \/\ + 2x + x 2 = v/(l +x) 2 = 1 + x, 


de donde ^ 

x + 1 - s/TTx 5 

y como la integral / 2 + °° dx es divergente, la integral dada tambidn es divergente. 
8.7. Puesio que \/x 2 - 1 < v^x 2 , Vi 6 (2; +oo), se liene que 

__L_ >_L__L 

>^rr- xl 


y la integral dada es divergente por serlo / 2 +0 ° ypdx con p = 3 . 

8.8. Comoes 

/,= J° e z ~ c 'dx = J° e*e-'‘dx = £ e~'‘(-e')dx^ 

= - lim J e~'‘d(-e z ) = - ^Hm^ [ e_t ] = - ^e”' - t ) = “ ” + (,U = 1 " “• 

y por otra parte es 

I 2 = J e z ~ c ‘ dx = J e z e~ c ’dx = J e l ‘ {-c I )dj^j 

= - lim [ e_ '”] 0 = e_1 _ mlVJoo 6 ”' = “ “ 0 = “■ 
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se tiene que cs 

|_ + JV- e ‘d* =/, +/ 2 = 1-J +J = l- 

8 .9. Pueslo quc csludiando la convergence absolula sc lienc quc 

siendo / l +oc -pdx convcrgcnic, la integral dada converge absoluiamenie y por lanio converge. 

8.10. Como 

|_£cosx_| = |x||cosx| = x|cosx| < x < x 
| x 3 - x + 21 |x 3 — x + 2| x 3 —x + 2 — x 3 — x + 2 — x 3 — x 

< * = _L_ = _!_ = -(— _— 

x(x 2 - 1) x 2 - 1 (x — l)(x + 1) 2 \x-l x+1 

Vx 6 (§; +oo), y al scr 



sc lienc quc / converge y cn consccucncia la integral dada cs absoluiamenie convcrgcnic y por tamo 
convcrgcnic. 

8.11. La integral cs impropia dc segunda cspccic, ulilizando la dcfinicidn sc lienc quc 

■*= ly. 

= - 2 lint [(3 - x)i]^ ‘ = -2 ^ lim e* - 2*) = -2 (o - 1/2) = 2sPl. 

8.12. Sc lienc quc 



8.13. a) Por dcfinicidn converge: 

Ji Jx'- 1 ~ / ( j:-1 )” l/2 ^= lim [2(x - l) l/2 ] ( = 2 lim ( (l ,/2 - e I/2 ) = 2. 
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b) Por definition diverge: 

4^1 = ( !i'o+/ - ^ ^ di = lim, (- ln(4 - x)|'J -t = lim (- Ine + In 3) = -(-oo) = + 

8.14. Medianie la descomposicidn 

J_ 


(x + 2)(1 - x) x + 2 1-x 

se tiene que 

[' _I_dx = I /' -^dx + I [' -J-dx 

J. 2 (x + 2)(l-x)“ X 3 7_ 2 x + 2 + 3 J _2 1 — x 

donde cada una de cstas integrales cs impropia en un extreme) del intcrvalo dc integration. Comparando con 
las integrales f\ ( x + 2 )? dx e f' 2 j [ _ l l) ,. dx, resulta que ambas divergentes 

8 . 15 . Para todox € (1; 2| se tiene que y/x < x, luego y/x - 1 < x - 1, dc donde 

y/x - l ~ x — 1’ 

y como J t j^-jdr es divergente, por el criterio de comparacidn, la integral dada es divcrgcntc. 

8 . 16 . Estudiemos la convcrgencia absoluta. Como para todo x € (it; 2tt| cs 


y para esos mismos valores de x 
x 2 > x => x 2 - 1 > x - 


senxcosx < 1 

I y/x 2 - 1 | " y/x 2 - 1 


y/x 2 - 1 > y/x - 1 


n/F^T “ y/x^l (X - l)i 

y la integral /*" —I—j-dx es convergente, la integral pedida es absolutamente convcgentc, y por tai 
convergent. 

8.17. Como es 11 - x| = 1 - x si x < 1, sc tiene que la integral sc puede cscribir cn la forma 

= -2 lim + y d(y/ 1 -x) = -2 Hm [x/1 -x]^ - ' 

= - 2 ^ lim + y/\ - (1 - e) - = -2 ^lim + y/i - 1^ = -2(0 - I) = 2. 

Por tanto la integral es convergente y su valor cs 2. 

8.18. En el caso en que sea p / 1, ulilizando la definition sc tiene 

/„* uh ?■" ■ ,s .L //? ■ .Sf. (d-;.)<«-»)• '1... 


y entonces resulta que 
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* si es p < 1, enionccs 1 - p > 0 y 

1 - p ((6 - ci)p £ p_1 ) _ (1 -P)(b- a)P~' 

luego converge, 

■ si es p > 1, enlonces p - 1 > 0 y 

T~p ((6-a)P-* “ ^ rT ) = (1 -p)(6 - 1)p-* “ (1 -p)0+ = _(_00) 


luego diverge, 
y si es p = 1, dircctamente, 

Ine = ln(6 - a) - (-oo) = +oo. 

8.19. Estas funciones sc cortan unicamcntc cn cl punto (1,1) y en cl intervalo (1; +oo) es la grdfica de / la que 
estd por encima de la de g, por lo que cl drea pedida serd 

(/(*) - g(x))dx = p- pdx = m jim oo ^ (i -2 - x~ 3 )dx = | ^ \ 

8.20. La integral pedida es de primera y de segunda especie, pero para todo c e (3; +oo) se tiene que la integral 


Sz = ,5y. i |n<i - “>l«< - ln(S - a) ~ ,2 




es convergente, pues es del tipo de la integral fl ^ - _‘ 3)r dx, con p < 1. Por olra parte la integral 



es divergente, pues Vx e (c; +oo) es 


x - 3 < x 


s/x-3 < 


1 > _1_ _ _1_ 
y/x — 3 “ x/x xi ’ 


y como / c +0 ° jfdx es divergente para p = por cl criterio de comparacidn la integral / 2 es divergente. 
Por tanto la integral pedida es divergente. 


a) La primera integral sc puede descomponcr en 

J-2 TxTv? dx = /_, ^+W dx + LiJx + W dx + L (ITTr-^' 

siendo la primera de dstas divergente, por lo que la integral del cnunciado es divergente. 
b) Se tienc que 


r 


/ / \\ 2 dx= lim [—Vi = lim —V + V"T = 1 - 

x>Jq (x+1) 2 m-H-ao[x+lJ 0 m-H-oo m + 1 0+1 
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8.22. Haciendo el cambio x = 3t, es dx = 3dt , y para los Ifmiles si x = 0 es t = 0 y si es x = 3 es t = 1, por 
tan(o 


r, 3, '‘ , M , 

y 0 (3 - x) 2 Jo </(3 - 3t) 2 Jo 3?(l-t)i 

= J 3 3 3 - 3 “ 5( 3 (i- t)-3dt = 3^’ J < 3 (1 - t)~idt = 3^B^4, 

8.23. a) La primera integral es 

/i = J In 3 xdx = J (lnx) 3 dx, 


enella haciendo cl cambio de variable dado por In x = -t,esx = e~‘yse tiene que dx = -e~‘dt. Adcmds 
si x -> 0 + entonces es Inx -> -oo y -t = -oo, o bien t = +oo; si x -> 1, cntonccs Inx -> O.Con todo 
ello se tiene que 


/i 


(-t) 3 (-e~‘)dt = t 3 e~'dt = - j*°° 


-3! = -6. 


b) Para la segunda integral, haciendo cl cambio de variable mcdiantc la relacibn n u = e ‘, cquivalcntc a 
-4x In 7r = -t, es decir, 4x In 7r = t, es 



Los llmites de integracibn no sc alteran y podemos cscribir 



4 5 (ln 7r) 5 4 5 (ln7r) 5 4'(ln7r) 5 128(lnrr) 5 

8.24. Haciendo el cambio x 2 = t se tiene que es x = t i. Diferenciando se oblicnc dx = 4 dt y cntrando cn 

la integral queda 

I = J^^k ridt = \j! riri(1 - t)idt=l 2j! riil - t)idt=1 2 B G’l)- 

8.25. a) Haciendo cl cambio x 4 = t se tiene que x = t J y diferenciando queda dx = \t i dt. Si entramos cn la 
integral resulta 



b) Haciendo el cambio x = 3t se tiene para los limiles que si x = 0 entonces es t = 0 y si x = 3 es t = I. 
Como ademds es dx = 3dt se tiene que la integral es 


8.26. Con el cambio x = 4t se tiene que si es x = 0 entonces t vale 0 y para x = 4 el valor de t es 1. Por otra 
parte es dx = 4 dt, y la integral se escribe 



'OlUadjOAUOa S3 |Bj3oiUI G| X 


J^ii] ” lr ■ J"“V" - ^ J 

anb auai 

Z = I Z = (1)JS = tp 0 h- 3 fz = i P>Z~^ J = xp-=£- 7 


oiquiBa p opuaiasq anb bX ‘euiuibS bi 


Biinsaj ‘jpjj = xp X = x jpap so ‘j = x/^ 
)npaj as anb Ejdojdui; aiuauiaiqop |Bj3aiu; Bun ap bibji ag (q 


- =0-,_3S= l^_a ui!l - ,-3)S = 


(£/'-)Px^- 3 = f Ip ~7 7 S “) 


V^K = Z)—I 

Buuoj B| ua souuquasa E| is (6 L d)g Bun b Enaaps os |Bj3oiui b^ (q 
' f = / sa iBjSaiu; B| opoui oisa oq | =6 
X | = d UBi|nsaj 1 = 1 - 65 X 2=1 -dz souiaasq is ‘( b'd)g op Baijpuiouo3i.il buuoj b| opusjapisuoa X 


^P | ( x uas) z (x soa) ^ J *J\ = 1 


buuoj B| ua asjjquasaapand |Ej3aiui e-j (b "gg'g 
’SOUGUOI33BJJ 

uos saiuauodxa so| opusna sa|Ej3aiu; ap odii aisa Bjud (6 ‘d)g ap BfsiuaA B| opsidBa sq anb ojnSas 

-f - f - *" " —*1 *«*-«?— f - - 

xp(xuas-)x soa / + xpx uasx soa / = 

V 

ipx uas x ^soa (x z soa - 1 ) J = xpxuasx ( ,soax z uas J =/ 

:opEpiA|o Bq o| is jod souiaiBpnXB aq 'BajiipuiouoSui up;aBj3 
-aiui ap sa|Bn);qBq ssaiupi sb| jod |Bj3oiu! B| opuB|na|E3 opB)|nsaj |op zapipA B| joiaa| p aqamduioo 

f “ (H S I = J‘) T = ' 

auanas % = 6X5 = dopuapBq ‘xp I _ tz (xsoa) I _ d j.(xuas) £ 0 /'2 = (6 ‘d)g sa ouioo g 


eiqBUBA sun ep o/no/po • B9C 
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A.9. SOLUCIONES AL CAPlTULO 9 


9.1. La sucesi6n se escribe tambibn en la forma ^,55, ... y su 

afirmacibn lim„ a„ = | significa quc Vc > 0 3n 0 G N tal quc cs |a„ 


Ibrmino general cs a„ = La 

- §| < e, Vn > no- Como es 


2 10" 

< 2e 


Por tanio para cada e > 0 bastard tomar como n 0 el primer niimero natural mayor que log, 0 para 
que se verifique que lim„ a„ = §. 

9.2. Toda sucesibn {o„} que eslb cn las condiciones dichas lienc Ifmilc, pcro cslc limite no (icnc por qub scr 
cero. Por ejemplo la sucesibn de tbrmino general o n = verifica que 


2fc + 2 
Ar + 1 


= o*+1. 


esdecir, o t > a fc+ i,Vit G N. AdemSsesa*.. = 2 + £ > 2 > 0,Vfc G N, con locual Ocs unacota inferior 
de la sucesibn. Pero el Ifmite de la sucesibn es 

limo„ = lim 1 = lim ^2 + ^ =2, 


que es la cota inferior minima o fnfimo de la sucesibn. Por tamo la rcspuesta a la pregunta es ncgativa. 

9.3. El conjunto de tbrminos de la sucesibn es 


(4 26 124 626 
\5’ 25’ 125’ 625’ 


y su limite es. si 


; impar. 



y si n es par, 



por lo que el limite de la sucesibn es 1. 

Para enconlrar los tbrminos de la sucesibn tales que vcriliquen |«„ - 1| < I0" b , se lienc que. si n es 
impar 


1 5" - 1 

I 5" 


< io- 6 


-L < -L 

5" 10° 


=> 5" > 10®, 
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y si n es par 



en ambos casos los n buscados han de verificar que 5" > 10 6 . Si (omamos logaritmos decimalcs se liene la 
desigualdad equivalcme n log 5 > 6, es dccir, debe scr 

" > tog5 = 0,698970 = 8 ’ 5841 ’ 

En conclusidn, en el emorno cemrado en 1 y de radio 10 -6 eslin lodos los tdrminos de la sucesidn de 
lugar posterior al octavo, es dccir el novcno tdrmino y todos los siguientes. 

9 . 4 . a) Como es 



si calculamos cl h'mite obtcncmos 



b) Los primcros tdrminos de la sucesidn se pucdcn cscribir en la forma 


eh, e h.eh, eh-eh-eh, 

y lambidn cotno 

eh, e i + l, d + l + i, ,,! + £ + *+■■ + *, 

Considcrando la sunta de tdrminos de una progresidn gconnSirica, el tdrmino general se exprcsa tambiiin 
como 

a„ = e h + £ + £ + - + * =e irJ T 1 =e'-& 

y en consccucncia su limite es 

linta,, = linie 1- ^ = e * |m ..(• — 3W) _ e t _ e 
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9 . 5 . a) Se irata de un Ifmile indeterminado del lipo [sg|. La potcncia mayor para n cs \ y por lanio dcbemos 
dividir en numerador y denominador entrc n 5 = n 3 y/n, con lo cual resulta 




" /n* + 2n 8 + n 4 + 3n 2 + 1 


b) Como en el numerador aparece una expresidn indcicrminada de la forma [oo - oo], proccdcmos a mul- 
liplicar en numerador y denominador por el binomio inacional cuadrdlico conjugado del que aparece en cl 
numerador, con lo que se obtiene 

+ 1 - y/2n* - 1 (y/2n* + 1 - y/2n* - 1) + 1 + y/2n 2 - 1) 

" 2n + 1 n (2n + 1) (y/3n* + 1 + y/2n 2 - 1) 


lim (n^TT) 

" (2n + 1) (y/Zn* + 1 + V2n 2 - 1) 


- (2n+l)(N/3n* + l + V2n 2 -l) looJ 

ll " m ( 2 + i ) (\/ 3 + £ + \/ 2 - 2 ( v ^ + n /2) ’ 

donde hemos dividido cnlre n 2 en numerador y denominador para resolver la indeierminacidn. 


9 . 6 . La sucesidn {a n } definida por a„ = y/n + 1 - y/n es lal que 
lima„ = lim (y/n + 1 - y/n) = (oo - oo] = lim — 


-y/n) (ATT + y/n) 

" y/n + 1 + y/n 


= lim = lim = lim = 0 

y por lanio {a„} converge a cero. 

La sucesidn {6„ } tal que 6 n = y/2n + 1 - y/n tambi£n se presenta su Ifmite en la forma indcterminada 
[oo - oo] y por tamo 


Iim6 n = lim (v/2n + 1 - y/n) = (oo - o< 


(v/2 n + 1 - y/n) (v/2nTT + y/Ti) 

" V^TTT+ y/Tl 


y/2n + 1 + y/n " y/2nTT + y/n » y/2n + 1 + y/n 


lim . -= 

" v^ + \^ 


9 . 7 . Primer mitodo: Aplicando el critcrio de Stoli se tiene que 


+ 2 3 + 3 3 + ••■ + («- l) 3 + n 3 ) - (l 3 + 2 3 + 3 3 + ■■■ + («- I) 3 ) 
2n 4 - 2(n - l) 4 
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2\n 4 - (« - l)' 1 ] '’i? 1 2[n 4 - (n 4 - 4n 3 + 6 n 2 - 4n + 1)] 

1 n 3 1 n 3 _ 1 1 _ 1 

“ 2 n 4n 3 - 6n 3 + 4» - 1 " 2 4n 3 _ 2 4 8' 

Segundo mitodo: Tcnicndo cn cuenla la igualdad 

1 3 + 2 3 + 3 3 + - + n 3 = ^ n + 1 ) 2 , 

4 

v£asc Problema propucslo 1. 12, sc licnc quc 

l3 + 2 3 + 3 3 + ... + n 3 in 2 (n + l) 2 1,. n 2 (n + l) 2 

"r--- "r 1 2,< ■ ? "~ m 

,lito5!!£±|i±i),Iiij,=l±^±i!!,l .,_i. 

9.8. La igualdad del Kmiic pcdido sc obtienc dc forma inmcdiata escribiendo la raiz como poiencia ulilizando 
propiedadcs de las funciones inversas, del Algebra de h'milcs, as( como finalmente la propiedad del li'mite 
de la media aritm&ica, rcsultanto 


lim ■ a.2 ■ • ■ a n = lim (ai - a 2 • • • a„)" = li 
= lime 1 ^ " =< 

En cuanto al limilc pcdido cs 






= lin 1 =li ^( 1 + n) =l ' m [( 1 + n)] = [ li "' ( ! + ] = e 






"(;) + (?)+•■■ + (:) : 

b) Sc (icnc quc 

r* +3 n + 


CD-Q--(::)-■• 

2 + 1 fool 2+5 t: 


= lim ( 2 + — ) = 2 




1 5 -5" +3- 3" 5 + 3(f) n 5 


n 3 5" + 5 3" = 

dondc hcmos dividido numcrador y dcnominador cnirc 5" para resolver la indeiemiinacidn. 
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9.10. a) Como e: 


.. [2nTT 2n + 1 , 

n V 2n + 2 V " 2n + 2 

v^n + 2 + ^nTT 

= Mm 1— --—£-— = Mm 

n 2n + 2 - 2n - 1 n 

lo del lipo [1°°] y su valor cs L = < 

' 1 , ) 
n \y2n + 2 ) \y/2WTT-V2iTT\) 


= Km = Km( n/ 2^+2 + ^TTT) = +oc, 


" \/2n + 2 - ^2n + 1 
se Irata de un Kmile indcierminado del lipo [1°°] y su valor cs L = e x con 


= lim 


' y/2n + 1 - V2n + 2 


N/27TT2 


y/2n + 2 v^n + 2- v^nTT/ 

Por lanio el M'mile pedido es L = e° = 1. 

b) El idrmino general de la sucesidn, cuyo li'mite se pidc, cs un cocicnic de sumas cuyos sumandos for- 
man una progresidn geomdirica. En cl numerador la raz6n cs j y en el dcnominador es | . Si calculamos 
previamenle las si 


.. 4 + 2 + 1 + 5 + 7+ -- - + 5^77 

Mm- , , -r— 

n 3 + l+ i + | + --- + 5^77 

9.11. Escribiendo el M'mile en la forma 




8 ~ yTTT 


= 2 lim — 




n (n + l) 2 n b„ 

como {6 n } es monblona crccienic y lim„ 6 n = +oo, por cl criterio de Stolz es 

o a n - a„ I ( 3 "- 1 )(iST5) 2n 

L = lim — = lim — ---= lim ~ = lim — 5 ^ — -r- 

n b n n b„ - 6„_, n (n + l) 2 - n 2 n n 2 + 2n + 1 - n 2 

-] - ('risr) 

_ 3 ij mn “"VVf 3 ,2,1 = 5 e lim " = - e~ 2 = ^ 

“2 " 2 2 2e 2 

9.12. a) Operando de forma andloga al Problema rcsuelio 9.12 y tcnicndo en cuenta la propicdad de la media 
arilmdlica se liene 

.. /7r • 2 rr • 3 2 . w • 4 3 _ . ir-(n + l)"'\ 

' n m v^n + r * + + ' + nn- —) ~ 

= ’ rli J , [i(( 1 + i) + ( 1 + D + ( 1 + 9 + - + ( 1 + i))] 

= (1 + t)‘ + t 1 + ^) 2 + l 1 + s) 3+ • + ( ! + n)" 

= ^lim ai+a2 + Q ; ; + ' + an = irlima„ = "lim (l + i)" = ire. 
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.. ,./2 P 4 s (;i + 1)" 

'n" 1 V Jr ' Jr 2 2 ' n 3 3 ''' jt ■ n" 

- * - (* #) (* ^ 

= - lim yaia-2 ■■■a n = i lima„ = ^ lim ^1 + ^ i • e = ^. 

9.13. Calculando por scparado ambos limiics se licne en el primer miembro 


2 ! 1 ! 

2 2 3 3 


04)" 


h + 1 h ™(3n* + l)(n + l) 


= | in , g»;-» a ± f! i. - 1 = [”1 = | im LlJ 

n 3;i 3 + 3n 2 + n + 1 LooJ n 3+: 




El scgundo miembro c: 


'rdrin^."— 


* = li - m (lri- | ) (,, * +2) 


.. —2(</k + 2) —2(/n — 4 rooi - 

= >im —i = lim —-—— = — = lim - 

n 2n + 3 n 2n + 3 LooJ n 


El valor del limile del segundo miembro e: 


{2n + iy 
I" V2« + 3j 


por lo que igualando los valorcs de ambos micmbros se liene e^ 3 = c~ q , por lanlo {j = -q y la relation 
pcdida es p + 3q = 0. 

9 . 14 . Es claro que 

1 _ 1 1 1 A n 1 2 3^ 

^ n(n +1) 1 ■ 2 + 2 ■ 3 + 3 ■ 4 * ^ (n + 1)! - 2! + 3! + 4! ’ 

pero la suma de las dos series convergent es la niisma y de valor 1, series esludiadas en el Ejemplo 9.15 
y en el Problcma rcsuclio 9.14. 
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9.15. Como es 

lima,, = lim |ln = ' n ^ * j = In 1 = 0, 

se verifies la condition neccsaria de convergencia. Por otra pane, al scr a„ = In = | n (n H) - In n, el 

tbrmino general de la sucesibn de sumas parciales cs 


s n = m + oj + ■ ■ ■ + a„ 

= (In2 - In 1) + (In3 - In2) + (In4 - In3) + ■ ■ ■ + (Inn - ln(n - 1)) + (ln(n + 1) - Inn) 
= ln(n + 1) - In 1 = ln(n + 1) 

y calculando su Kmiie se ticne que 


In —= lims„ = lim(ln(n + 1)] = +oo, 


con lo cual la serie diverge. 

9.16. Como <>n os convergcnic, por la condicibn neccsaria dc convergencia es lim„ u„ = 0 y por lanto si 


Iim6„ = lim - 


y la serie *>n es divergenle. 
9.17. a) Como es 


lima„ = lim 


<n + l\ 


+ -) = e*0. 


la serie diverge al incumplir la condicibn neccsaria dc convergencia. 

b) El tbrmino general dc la serie cs 6„ = (- i) n + ' n±l y csla sucesibn no lienc limile ya que sus primeros 
tbrminos son 

2 3 4 5 6 

1 ’ ~ 2’ 3’ ~ 4'5. 

lo cual muestra dos pumos dc acumulacibn en 1 y -1 para la sucesibn (6„). Por (anlo la serie cs divergenle. 

Evidentemente cl cardcler de eslas series se puede cstudiar por el critcrio dc la rate y cl criterio dc 
Leibniz, respectivamcnte. 

9.18. a) Si hallamos el Kmite del tbrmino general se tiene 


liman = lim = |1°°1 = e Uni " [(•■^- | ') n ] = e l,m " n = e 1 """ = c° = 1 ^ 0, 

y por lanto la serie diverge al imcumplir la condicibn neccsaria dc convergencia. 
b) Considerando el Ifmite del tbrmino general se lienc que 


liman = lim = |1°°] = ')" ] = e l,ra " + ' = e lin ’" _ e ‘ = 1/0, 

y por lanto la serie es divergenle. 

9.19. Comoes 

lima„ = lim + | cos^ = „2 + | ) ( li ^ ncos ^) = 1 ' 1 = 1 / 


la serie diverge. 
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9.20. Sicndo {s„} la succsibn de sumas parcialcs asociada a la scric sc licne quc su tbrmino general cs 
s„ = o + ar + or 2 + + ar n “\ 

y rccurdando la fbrmula dc la sunta dc los primeros n tbrminos consccutivos de una progresibn gcomblrica 


1 -r 


1 -r 


lomando Untiles para n - 


30, y considcrando quc al scr |r| < 1 sc vcrifica quc lim„ r" = 0, rcsulla quc 
lim s n = —= s G R, 


con lo cual la scric converge y su suma cs s = -—-. 

9.21. a)|, b)^, c)^^. 

9.22. Considcrando quc cs 

= i, V»i > 1, 

n 2 + 1 _ n 2 + n n(n + 1) n 

y como la scric ^ cs divergente, lambibn diverge la scric propuesta, al scr bsla mayorantc de una 

scric divergente, cn aplicacibn del primer critcrio de comparacibn. 

9.23. a) Considcrando la scric In bsla cs divergence pues al scr a„ = In = ln(n + 1) - In n, el 
tbrmino general dc su succsibn dc sumas parcialcs cs 

= (In2 — In 1) + (In3 — In2) + ■■■ + (inn - ln(n - 1)) + (ln(n + 1) - Inn) 

= ln(»i + 1) 

y por tanio la suma dc la scric cs 

a„ = lints,, = limln(n + 1) = +oo. 

Por olra pane, si cs x > 0 sc vcrilica quc ln(l + x) < x. Hn cfccto, al scr 

, . X 2 X 3 


sc licne quc c z > 1 + x, Vx > 0, y por lanlo ln( 1 + x) < In e z = x. 

Considcrando que In = ln(l + i), por la propiedad anterior 
I > In tiii, y por cl printer critcrio de comparacibn £ diverge. 


b) La scr 
general 


que ln(l + £) < £, o bicn 

>r cl printer critcrio de comparacibn ± diverge. 

2^ cs tonvergente ya quc la succsibn de sumas parcialcs asociada licne por tbrmino 


‘ 2 2 2 


y per lanlo cs lint,, s„ = 1 = ^. 

Conto cs < 577,Vn £ N, sc concluyc quc 

comparacibn. 

Tantbibn sc llcga a la convcrgcnciadc la scric Yit =1 ( n +i>! P or Cl) ntparacibn con la scric convcrgcntc 


converge por cl printer critcrio dc 


£n(n + l) ^(n n+l)’ 


dado quc < r ,(„' + , } , Vrt eNc invocarcl mismo primer critcrio dc comparacibn. 
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9.24. Mediant el printer criterio, al s* 


(n + 1)* “ n(.i+ I)’ 

y dado quc la scrie converge, result que es convergent al ser minorantc dc 

una serie convergent. 

Mediant el segundo criterio. considerando quc es 

, im 4ni = lim ^L±J) = 1 

" n < n + 1 > 

y al ser la serie ^^T+TT convergent, lambiln es convergent la serie f^yr- 

9.25. Como a n es convergent veriltca quc lim n a„ = 0 y por lanlo la serie fc„ con b„ = es 

tal que lim„ b„ = lim n pLj. = 1 / 0 y In serie cs divergent. 

9.26. El trmino general de la serie dada vcrifica 

(_L.y = _2^_2>_ _ 2 _1_ 2 (l _ _J_\ 

\n + l) (n + l)*-n» + n »i(n + 1) n(n + 1) \n n+\)’ 
es decir, se liene que Vn € N es 

G^-G-^)- 

0 5Zn^i (n _ ^+l) “ una scr ' e convergent, segun sc probd en el Ejemplo9.15, tambidn lo cs, en 
de linealidad, la serie 2 2 (£ - , y con ello, por la anterior desigualdad 

y el primer criterio de comparacidn, resultaque la serie (^tt) tambtn es convergent. 

9.27. Al ser 

11 Y > -^= = y/Ti, Vn € N, 
y/n y/ii 

y dado que la serie Y.n=i V™ es divergent, pues su trmino general no liene limit de valor cero, de 
acuerdo con el primer criterio de comparacidn la serie cs una serie divergent. 

9.28. a) Considerando la scrie convergent £, vdase Ejemplo 9.15. y leniendo en cuenia que es 


y como 
virtud de la 


por el segundo criterio de comparacidn la serie in+iMn+aWn+ai es convergent. 

b) Como es ^ y la serie ^ es convergent al ser armdnica £ con p > 1, en virtud 

del primer critrio de comparacidn la serie cs convergent. 

9.29. Teniendo en cucnta la desigualdad < n ^ n ‘^. | j, Vn > 1, y dado que la scrie 
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cs convergent por cl Ejcmplo 9.15, sc licnc que la scrie £ / n h)i cs convergcniccn viruid del primer 
crilcrio dc comparacirin. 

Por oira parte si {s„ } y {s n } son las succsioncs dc sumas parcialcs rcspcctivas dc las series 7W+Tii 
y ^ sc tienc quc son 


11 11 , 1 1 1 
S " = 2! + 3! + + n! + (n"+T)! V *" = * + 2! + 3! + ' + 

cstando ligadas por la rclacidn ^ 

s n -s„ + l ( n + 1 jj- 

Como la seric cs convcrgcntc, su suma cs cl numcro real a = lim„ y por la rclacitin 

anteriorcxisic lambi£n cl Ifmilc lim„ S„, siendo lim„ s n = 1 + lim,, s„ = 1 + s. Si llamamos s al lim n s„ 
tenemos quc cs a = 1 + a y por lanlo cs una scric convcrgcntc y su suma cxccdc cn una unidad a 

la dc la seric ■ 

Para conduir cl problcma no prcguntarlamos ^cuinto vale la suma s?, cs decir icuil es el valor de 


Como ya vimos cn el Capllulo S (dcsanollos dc Taylor) cs s = e - 1. De este modo se tiene que 

£a — 1 ’ Sorb — 2 ' 


Las series dc polcncias nos pcrmilirin calcularcon facilidad la suma de muchas series quc medianle la 
succsidn dc sumas parcialcs presentan gran complicacidn. 

9.30. El tdrmino general dc la scric dada sc puede escribir como o n = 2(|) n + 3(|)™. Considerando las series 
b„ = £„*(?)" y °n = 5ZnZ^(|)", ambas son convergcntes por ser geomdtricas de razdn 
r, |r| < 1, siendo a„ = 26„ + 3c,,, con locual 


E“. - +3 rH = ^+3 rr,- 

y la igualdad no es vdlida. 

9.31. La scrie dada cs divergente por cl crilcrio de Pringshcim ya que lim n = 1 y p = 1. 

Con cl crilcrio integral sc debe analizar cl car&tcr dc la integral impropia dr. pero 

/ J5TT ,ir = 6^./ = »i!?«, \ f x ’^T\ dx 

= ^ fc Jim^ [ln(-r 2 + 1)]^ = ^ | 6 •'IJ 1 ln «> 2 + 1) ~ ln '-j = +3C- 

y por lanto. al scr la integral divergente. la scric tambiiSn lo es. 

9.32. Como la integral 


J x —j^ <lx = b^'+ au J l lnj ' < *( ln - r ) = fc lint j =i fc lim (In6*’ - 0) = + oc. 

la integral diverge y por cl crilcrio integral la scric diverge. 

Tantbidn, al scr ^ Vn > 3, y como la scrie ^ diverge, por el printer criterio dc contpara- 
cidn la scric dada diverge. 
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9.33. a) Aplicando el criterio de Cauchy se licne que es 


.. _ /2n 2 + 1 \ " 2» 2 + l 2 , 


por tamo la serie es convergente. 
b) Como es 


3-5-7 -(2n+l)(2n+3) _ 


el criterio del cocicnte no decide el cardcter de la serie. Si aplicamos cl criterio de Raabc sc tienc que es 
K » m [ n 0 - tt)] = ‘n m [ n 0 - St!)] = Hr* 2n+ 2 3 n~ + 2 3 n ~ 2 = H - m 2^3 = \ < h 


en consecuencia la serie es divergente. 
9.34. Considerando para cada serie el cociente - 


a n+ 1 4 • 7 ■ 10 • • • (3n + l)(3n + 4)-5-S-ll-- - (3n + 2) 3n + 4 
a„ “ 5 • 8 • 11 • ■ • (3n + 2)(3n + 5) ■ 4 ■ 7 ■ 10 ■ ■ ■ (3n + 1) “ 3n + 5 


y para la serie b) 


a n+ i 4 2 ■ 7 2 • 10 2 • • • (3n + l) 2 (3n + 4) 2 • 4 2 • 7 2 • 10 2 ■ • • (3n + 2) 2 (3ti + 4) 2 
a„ 5 2 ■ 8 2 • ll 2 • • • (3n + 2) 2 (3n + 5) 2 • 5 2 • 8 2 •ll 2 • • ■ (3n + l) 2 “ (3n + 5) 2 ' 


Si ahora calculamos el Ifmite de estos cocientes sc licne para la primera serie lim n 2^ = 1, y para la 
segundaes 


a n+ i (3n + 4) 2 /3n + 4\ / 3n + 4\ l2 

lim —— = | lm = hm [ --- ] = [ |im --- ) = l 2 = 1, 

a„ n (3n + 5) 2 » \3« + 5 / \ " 3 » + 5 / 


por lo que en ambos casos cl criterio del cocicnte no decide. 

Si calculamos el producto de Raabe se tiene que en la primera se 




3n + 5 - 3« — 4 


y en la segunda 


/, _ °r»+i \ _ (3n + 4) 2 

V a n J V (3n + 5) 2 


)-■(' 


9n 2 + 24n + 16 \ 
9n 2 + 30n + 25/ 


Calculando sus Kmites respcctivos resulta que 


6tt 2 + 9n 
9rt 2 + 30it + 25 


“n" 1 [" (' “ Tf)] = 9r/+ 2 30rf“ 21 

en consecuencia, por el criterio de Raabc ambas scries son divcrgcntes. 


2 

3’ 


La afirmacidn que se pide analizar, sugcrida del cariictcr de las scries a) y b) y de su rclacitin. cs falsa co- 
mo se demuestra al considcrar las series divergentes n y t l uc al scr multiplicadas tdrmino 

a tdrmino originan la serie s ’ S+T = EnTi q ue es convergente, v6asc el Ejemplo 9.15. 
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9 . 35 . Aplicando cl crilcrio dc la raiz sc (icnc quc al si 


(Stt) ] -“."(Sri) 


dcbemos considcrar los siguicntes casos: 

(1) Si cs n > 3, cnlonccs (^) hm " " = +oo, por lanlo (§) hm " " > 1, con lo cual la sene diverge, 

(2) Si es q < 3, enlonces (§) hm " " = 0 < 1 y la scrie converge. 


(3) Si es o = 3, sc licne que la 




la serie tambidn converge. 

En resumcn, si q € (3; +oo) la serie diverge y si a € (1; 3] la scrie converge. 

9 . 36 . El trmino general a„ de la serie puede escribirse como 


a " = |r + |r=(^) +G) n = 6 " +C " 


y la serie dada es combinacidn lincal.cn cste caso suma, dc las series ^n^°i (§)" yEn” (§)"■ 

La serie cs gcomdiricade razdn n = § y es convergent al ser In | < 1. Ademds su suma 

_ 2/3 _ 2/3 _ 9 

CS Sl - i_ 2 /3 ~ |/3 - 

A su vez la serie £ (§)" es lambidn gcontlrica de razdn r 2 = |, la cual es convergent si ||| < 1, 

es decir si |a| < 3, y como es a > 0 la serie converge para a € (0; 3) y su suma es 


Como la combinacidn lineal dc series convergemes cs un 
genie cuando 0 < a < 3 y su suma cs s = si + s 2 , es decir, 


e convergentc, la serie dada es conver- 


£^ = £(!)\E(§)- = ^ = f5i. — 

Para a > 3 la serie (§)" cs divergent y como es de trminos positivos li 

:onsccucncia la scrie dada r ' 3 t, n " lambidn cs divergent para a > 3 y de suma + 


9 . 37 . a) La scrie £*2*1 es lal que 


y por lanlo es convergent. Como ® converge se liene que lim„ ^ = 0. 
b) Para la scrie sc vcrilica que 


(3(7. + l)]!(ll!)2 n (3,l + 3)(37l+2)(371+l) 3 n (3« + 2)(37l+ 1) = 

:ric converge y como consccuencia el limit es cero. 
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9-38. Como w=~r cs una serie geomdtrica de razdn 5 cs convcrgente y su suma vale 



con lo cual el valor del primer miembro es 



El segundo miembro cs (iprr) 2 = jprr quc es tambidn una serie geomdtrica de razdn 

|, que es convcrgente y cl valor dc su suma es 

~= 4 = 55 _ 9 
S 1 - | “ 8 “ 2' 

La igualdad en consccuencia no cs vdlida y tambidn para series convcrgcnles, al igual quc cn las sumas 
finitas, el cuadrado de la suma es distinto de la suma dc los cuadrados. 

9.39. a) Sea 5n = la serie de valores absolutos. Como es 

| cos3n| 1 
(In 5)" - (In 5)" 

y la serie (Srb 57 conver 8 e P ues es una serie geomdtrica de razdn r = ^ con |r| < 1 y tambidn 

aplicando el criterio de la rafz es lim„ ^/( j^)" = nrs < 1 • con 1° cual 6„ converge y la serie inicial 
es absolutamcntc convcrgente y por tanto convergentc. 

b) La suma de los valores absolutos es convcrgente, vdase el Problcma resuclto 9.32, con lo cual la serie 
dada es absolutamentc convergente y por ello convergentc. 

9.40. Se trata de una serie altcmada. Considerando la serie de valores absolutos (,/ s )- • se vcr ’5ca 

que Vn e N es 

2" ^ 2" /2\" 

(s/5)" + (s/5)-" - (s/5)" Vs/5/ ’ 

y como (^) converge al ser una serie geomdtrica dc razdn r = tal que |r| < 1, se liene 

que la serie (v / g ),.+ ( ’ v / S )-,. cs convcrgente por el primer criterio de comparacidn. Por tanto, la serie 

En* (-1)" +1 es absolutamente convcrgente y en consccuencia es convergentc. 

9.41. Por el Problema resuclto 9.41 teniendo en cucnta quc, siendo s„ = ££_,(-l)* +l a* la suma parcial n- 
dsima, se tienen las sucesiones {s 2 „_ i} decrecicnte y {s 2n } creciente, el Ifmite de ainbas es s que es la 
suma de la serie. En la Figura A. 10 se representa un esquema de la situacidn anterior, lo quc nos permile 
afirmar que 

s 2m < s < S2n-1> Vm, n € N. (1) 

Si hacemos en (I) n = tn + 1 resulta s 2m < s < s 2m+ ! y restando s 2m cn las desigualdadcs antcriores 
se liene 0 < s - s 2m < s 2m +1 - S2m = a 2m+ 1, y en consccuencia 

0<s-s 2m <a 2m+1 , VmeN, (2) 

es decir, al tomar como suma de la serie la suma parcial s 2m el error 
tdrmino siguientes a 2m+ i. 


■ comctido cs positivo y mcnor que el 
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S 2 ij s 2n - 2 s 2n S ^n-l s 2n -3 *3 *1 

Figure A.10 Esquema de la siluacibn del Problems 9.41. 


Si hacemos m = n en (I) se licnc S2„ < s < S2„ -1, que cn forma equivalent cs s- in - 1 > s > S2 n y 
rcsiando S2 n -i es 0 > s - S2n-i > S2n - S2n-1 = —fl2n y de donde queda 

-02.. <*-S 2„-i <0, Vne N, (3) 

y nos dice que al tomar como suma de la scric la suma parcial S2 n -1 cl error comciido cs negativo y ademds 

l« ~ S2n-ll < “2n- 

En consccucncia, de (2) y (3) se liene que en lodo caso es |s - s„| <o„ + i,Vn€ N. 

9.42. La serie dada se escribe como £*“(-l) n+1 a n cona„ > 0 y cs alicrnada. Lasucesidn {a n } esmondiona 
decrccienie ya que Vn € N es 

n rafc irmifa; (6H-9MH-3) 6t= + m +27 , . 

“**> " BSClii " irSfe " <“ +15 >(‘*» ' + ' 

Por ota parte es lim„ a„ = lim„ = 0. Por el crilerio de Leibniz la serie dada es convergente. 

Sin embargo, la serie dada no es absolutamcntc convergent ya que „ a s + 3 + 9 +2 es divergent por 

aplicacidn del criterio de Pringshcim al scr 

'T n J+3n + 2 =6£R+ - {0} y P= l - 


En consccucncia la scric £+”(-l) n+l r ,i 6 ^ 3 ^ ) + 2 cs condicionalmenteconvergent. 
Para obtener la suma basta considcrar que 


n 2 + 3n + 2 (« + !)(«+ 2) n + 1 n + 2 


n 2 + 3» + 2 [ n+1 ' ’ ;i + 2j’ 

la succsidn de sumas parcialcs {s n } es tal que su trmino general es 

+ (l-5 + 5- + 

y su limit, que cs la suma de la scric, rcsulta como 

s = lim s„ = lim [3 + (-l) n+l 3 1 = 3 


csdccir,E:r,(-l)" +, ^f^2 = §■ 
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M3. Analicemos la convergencia absoluia csludiando el caricter de las correspondicnics series dc valurcs abso- 
luios. 

a) Respecio de la primera ("ViSi 'cnicndo en cucnia que cs 


n a + l < (w+ l) 2 = (n + l)(n + l) n+1 
(n + 1)! “ (n+1)! (n + l)n! n! 


Vn € N, 


y por esta desigualdad si probamos que la seric ^ cs convcrgenie, (ambidn lo cs , por 

el primer crilerio de comparacidn. Pero por aplicacidn del criicrio del cocicnic, al scr 

Qn+i = I^+ni = n!(n + 2) = n!(n + 2) = n +2 

a n (n+l)!(n+l) (n + l)n!(n + l) (n + 1) 2 


se liene que la serie converge. Por lo dicho la seric jk+Ti\ es convergenie y en conse- 

cuencia es absoluiamenie convergenie la serie (-1)" +1 y por tanio es convcrgenie. 
b) Considerando la serie de los valores absoluios asociada a la segunda serie 


g”"-sK‘ + ;)r 

por aplicacidn del crilerio de la raiz es 


lim ^ = lim y |ln ^1 + = lim In ^1 + ^ = In |lim ^1 + j = In 1 = 0 < 1 

y la serie converge, con lo cual la seric [ln( 1 + £)]" es absoluiamenie convergenie y en 

consecuencia lambidn convergenie. 

9.44. La serie se compone de dos panes. Una es la formada por los veinie primcros tdrminos corrcspondienies a 
la suma finila = 2 + | + ^ + -- - + grir - Al traiarse de la suma de los veintc primeros idrminos 

de una progresidn geomdtrica con primer idrmino 2 y razdn r = su valor es 


^ 2 2 - gyp ^ _ 10- _ 

hi*-'- i-t s- 1 4-45,9 2 v 5, v' 

La segunda pane es la suma de los infinites restantes sumandos y decide el cardcier dc la seric. Al 
considerarla y aplicar la definicidn de seric se tiene 


J£ n 2 + 3n + 2 n 5 I V + 1 )(n + 2) n §i 3 ^ n+1 ,,+2 ) l *\Si 3 (' ,+ 1 ,,+2 ) 

= l'm^3|^— - 23) + (23 “ 24) + (24 “ 25) + 

= ‘V m ( 3 (22 “ r+2)) = 22' 
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De esic modo los trminos dc la scrie posicriorcs al de lugar veinie consliluyen una seric convergent. 
En consccucncia la scrie dada * n " cs convcrgcnic y su suma cs 


s -l( 5 _±\ + l = I/^ M 

2 \ 5 19 / 22 2 \ 11 5 19 / 


9.45. a) Sc (rata de una scrie dc trminos posilivos y al st 


2 n n!3 n+, (n + l) n + I 
2 n+I (n + l)!3 n n n 


3(n + l) n+I 3 (n 
2(n + l)n" 


+ l)(n + l) n _ 3 /njMV = 3 / 1\" 

(„+!)"" H n ) 2\ + nj 


se tienequecs lim„ 2 j^ ti = § lim n (l + £)" = § e > 1 , y la serie es divergent. 

b) La scrie es de inliniios trminos posilivos c infinitos trminos negalivos, considcrando la s« 

valores absolutos | co $'" l ^ | se lienc que 


I cos(7rn 2 ) I _ |cos(7rn 2 )| < 


-<- 5 , VneN, 


y como la scrie es convergent, por el primer criicrio de comparacidn la serie | 1 1 es 

convergent y por lanlo c “ii” ^ es absolulamenle convergent y lambtn convergent. 

9.46. a) Como 

| sen(2n + 1)1 |sen(2n+1)| ^ 1 

| (In 5)" | (In 5)" “(In 5)"’ ’ 

y como (Hrsyrr cs convergent, pues por el criicrio de la ralz cs 


o lambtn por ser gcontlrica de raz6n r con |r| = ^ < 1, se liene que la serie “ 

absolulamenle convergent y por lanio, convergent. 

b) La seric de valores absoluios cs y por el criierio del cocienie, al ser 

q„ + . (n + l) 2 (n + 1)! (n + l) 2 (n + l)! (>. + I) 2 

a„ (n + 2)! n* (n + 2)(n + l)!n 2 (n + 2)n 2 ’ 

se liene que es lim„ = 0 < 1 y por lanio converge la serie de valores absoluios. En consecuencia 
1 ) n+1 ( n +1>! cs absolulamenle convergent y por lanio es convergent. 

9.47. Basia restar a la primera dc las scries dadas cl doble de la segunda, leniendo en cuenia la convergence 
absoluia, ya que 




= ( 1 + ^ + p + i + - + i + -)-2(^ + ^ + ^ + - + j5ij5+...) 
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9/48. Como 1 + 2 + 3 + 


i, vdase Problema resuelto 1.11 .a, se tienc qi 


y -1_ _ y 2 

^ l + +2 + 3+ - +n ;^n(n + l) 

-ho-hhmh)—G-^) i 


= 2 lim p - 
2 n + 1 


" 2n 2 (n + l) 2 2 n 2 (n + l) 2 2 In 2 (n+l) 2 J 

se licne quc el tdrmino general de la sucesidn de sumas parciales dc la seric cs 

*" = ?t°* = ^ 2 [it 2 “ (It + l) 2 ] 

= 2 [* _ 

y tomando llmites sc obticnc 


^ 2n 2 (n + l) 2 

9.50. Sc trata de sumar la scrie y como es 1 + 3 + 5 + • ■ • + (2n - 1) u 2 , viSase 

Problema resuelto 1. 11 .a, cl rcsultado cs inmediato sicndo 


+oo J 1 ^2 

^ 1 + 3 + 5 + + (2n - 1) = 51 ^ = 6“ 


A.10. SOLUCIONES AL CAPiTULO 10 


10 . 1 . Para cada m € N, la grifica de la funcidn /„ pucdc verse cn la Kigura A. 11 y cl llmite pumual cs la funcidn 
}(x) = 1 - U(x), siendo U(x) la funcidn escaldn cuya grdfica csti cn la Figura A.11, dchido a quc la 
parabola -n 4 x 2 + 1, al aumenlar n licnde a la vcrticalidad. 

Laconvcrgcnciahacia la funcidn llmite hallada noes uniformc toda vc/. que la funcidn llmite no heredu 
la continuidad de las funcioncs dc la sucesidn. 

10.2. Convergcncia puntual: Para x = 0 y para x = £ es lim„ /„(()) = 0ylim„/„(£) - lit"., rhi - 0 y 
para x € (0; £) cs lim„ , x n x - 0, en consccucncia la sucesidn converge pumualmcntc a la luncidn 
/(x) = 0en|0;f|. 

Convergencia uniforme: Como cl llmite puntual cs la funcidn J(x) = 0 cn |(>; £|, sc ticnc quc 
Vie (0;5)yVne Ncs 

l/n(x) - /(*)| = |/„(x)| = /(X). 


Vx€ |();^|. 


Dado que es 
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Figure A.11 Grdlicas de /„ y de U(x). 


sc licnc quc cada /„ cs una funcibn crccicnic. 

Por otra parte, al scr /„ una funcidn coniinua cn cl compacio (0; f |, el leorcnia dc Wcicrstrass garanliza 
quc /„ licnc mdximo absoluio cn (0; ^ I. sicndo dsic dc valor / n (f) = 7777 • 

Bn consccucnciacs 

linisup {|/„(x) - /(x)| : x £ [0; £|} = lim ^ = 0 

y por lanio la succsidn dada converge uniformcnicnic a la funcidn nula. 

10.3. Para cada x dado, x € R, /„(x) cs cl Idrmino general dc la succsidn dc sumas parcialcs dc la scric 
52n=i e -( * n + l,x , cs deeir. 


ya quc sc trala dc la suma dc los n primeros Idrminos dc una progresibn geomdlrica dc razbn r = e 2x . 
Por dcfinicibn dc suma dc una scric cs 


lin,/„(i) = lirns„(x) = = f(x). 

Al scf e _(2, ‘ +l)x una scric gcomdlrica la convcrgcncia a /(x) sc da para c“ 2x < 1, cs deeir, 
para x > 0. 

La convcrgcncia dc {/„} a f{x) = ^ _ ^_ 2j cs lambidn uniformccn (0; +00) yaque 

limsup{|/„(x) - f(x )| : x e (0;+oo)} = lim sup {|S„(x) - 5(x)| : x € (0; +00)} = 0, 

leniendo en cucnla la dcfinicibn dc convcrgcncia dc una scric numdrica. 

10.4. La convcrgcncia absolula dc la scric esld garanlizada ya quc 

Vx€(I;+oo), 

y la ultima scric converge por cl Problcma rcsucllo 10.4. Bl crilcrio de Wcicrstrass garanliza la convcrgcncia 
uniformc. 
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1Q.5. El crilerio del cocientc garantiza la convergcncia puntual de la serie en lodo R. Por tralarse de una scrie de 
potencias, la convergencia puntual garantiza su convergence uniforme y la derivacidn tgrmino a tgrmino 
dentro del intervalo de convergencia. Es convcnicnte que el lector compare cl resultado mostrado cn cste 
problema con el resultado del Problema resuclto I0.S. 

10 . 6 . Se verifica la dcsigualdad 


^|cosnx,<^_L 

t-*\ 2" | - 2" 


La ultima serie converge por tralarse de una scrie gcomdirica de razdn r = 5 y |r| <1. Segun cl 
crilerio de Weicrstrass, converge uniformemente para lodo x e R. Como /„( x) = es una funcidn 
continua, la convergencia uni forme 




define una funcidn continua en todo R. 


10.7. Sabiendo que se 


>e lienc en cucnta cl Problema resuclto 10.7, dondc hemos considerado 


cos2l = l-^ + ^_. 

2! 4! 

o < 1 < +00, por suslilucidn dirccta resulta 


(2x) 2 , (2x)< 


(2x) 7n 

(2n)\ 

1 ' (2n)! 

+ "- = D- 1 ) n+l 


Si comparamos el resultado con cl obtenido cn el Problema resuclto 10.7, dondc sc cncontrd el desa- 
itoIIo de cos 2 x, se licne la relacidn fundamental cos 2 x + sen 2 x = 1. 

10 . 8 . a) La serie dada verifica que 


0 < |/»(x)| = (-!)"- 


+ 1 (n* + l)e" 3 


Vn e N y Vi € R, y como la serie £+* 4r converge al ser armdnica del lipo ^ con p - 2, por el 

crilerio de Weierstrass la scrie En* (-l)" +l 2 ^TT” converge absolulay uniformemente en 10U0R. 
b) El t£rmino general de la serie verifica que 


0 < |/„(x)| = 


| cos(n + ff)i| 
Hy/ii + 1 


ny/H’ 


Vn € N y Vx € R. AdcmSs como la serie ^ converge, al ser arnuinica con 

p = 5 > 1, teniendoen cucnta el crilerio de Weierstrass seconcluyeque lascric funcional 52*^, 
converge absoluta y uniformemente cn lodo R. 

10.9. Como es lim„ |£“±i| = |im n = 1, el radio de convergencia vale 1 y por lanlo para |x| < 1 la serie 
converge y cuando|x| > 1, diverge. En cl punlo x = 1 la scrie es n, que es divergent y para x = 1 

se licne la serie En*( _1 )'‘ n < l ue lambidn divcr 8 e - 

Para hallar la suma de la serie seguiremos dos procedimienlos. 
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Primer mitodo: 

Dentro del inlervalo de convergencia sc pucdcn rcordenar los (drminos dc la seric, siendo 


^2 «-r" = 1 x + 2x 2 + 3x 3 + ■ ■ ■ + ;ix” + • ■ ■ 

= X + (x 2 + x 2 ) + (x 3 + X 3 + x 3 ) + ■ • • + (x n + x n + +x") + ■•■ 

= (x + X 2 + x 3 +-h x" H-) + (x 2 + x 3 + ■ ■ • + x" + ..) + 

+ (x 3 + X* + •••+ X 1 ' + •••) + •• • 

= x(l + X + x 2 + • • • + x" + • • •) + x 2 (l + x + x 2 + -+x n + •••) + 
+ x 3 (l + X + X 2 + •■■+ x" +•■•)+■ 


y cuando |x| < 1 la suma cs 


^ nx r. = x __ +x 2__ +x3 __. 


1 -X 
- 0 


Segundo intlodo: 

Como es nx" = x “ 7ix n_ 1 , vamos a sumar la serie 7ix" 

inlervalo de convergencia se (icnc que 


(l-x)2' 

,|_ 1 . Intcgrando dcniro del 


E ,,x "' 1 = £/ nxn ~ l(Lc = E' , T +c = £ in+c = 2 in_1 + c = T^ _1 + a 

Si ahora derivamos cn cl inlervalo |x| < 1 sc licne 


y mulliplicando por x rcsulia dc la primcra igualdad que 

fj 1 = (T^’ para |x| < L 

10.10. Dcscomponicndo la funcidn cn Craccioncs simples sc licnc que 
3x + 1 3x + 1 A 


f(x) = - 


4 B A(x + 2) + B(x + 3) 
+ 5x + 6 “ (x + 3)(x + 2) _ x + 3 + x + 2~ (x + 3)(x + 2) ’ 

dandoa x valorcs adccuados, x = -3 y x = -2, rcsulia A = 8 y B = -5, con locual cs 


Tenicndo cn cucnia que 


x + 3 x + 3 l + j 31 
podemos considcrar los dcsarrollos 


5 1 + § 2 1 + \ ’ 


rH--!*®’-®’--<-»"(!)" + - • 

TT| - 1 -1 + (I)*-®* — ■ + ®‘ * 
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vilidos respectivamcnie para |f | < 1 y |f| < 1, cs decir para |i| < 3 y |x| < 2, con lo cual ambos 
desarrollos son vSlidos en la interscccidn de los intervalos de convergcncia, es decir para |x| < 2. En estas 
condiciones el dcsatTollo pedido es 



Como el valor x = £ esli en el intervalo de convergcncia, al ser -2 < ± < 2, el valor 
/(£) = (i = 7 es lambten elde lasumade laseric £*^(-1)" (?nr - (I)" , porianio 



10.11. a)Comoes 



el radio de convergence es r = e y el intervalo de convergence es (-e; e). 

Estudiemos la convcrgenciaen los exlremos del intervalo. Para x = -e la scrie numdrica 

- D-T = D-T JTT 

cs convergente por el critcrio de Leibniz. Para x = e la seric numdrica 
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x = — 4 sc liene la 


g(2n+i)2W-iy +1 = D- i ) n+i ( 2n+i ^Sn-=£ ( - i)n+i(2n+i) £5 

n=0 V ' > 1=0 1=0 


= D- 1 ) n+, ( 2 » +1 )|^ = D- 1 )" +, ^2 Li ’ 

y esta serie diverge ya que su ttfrmino general no liene Ifmile cero. 

Para x = 1 resulia la serie 

g(2„ + (i)”' = g<2» + ■ >$£ = g«" + ‘>£r£ = £ ^ 

que es divergenle pues tambidn lim„ ^ 0 . 

En consccuencia la serie converge puntual y absolutamente en (^; |) y uniformemenie en lodo inier- 
valo [a; 6| lal que ^ < a < 6 < £. 

10.12. Como es x 2 + x - 2 = (x + 2)(x - 1), descomponemos la funcidn en fracciones simples en la forma 
4x + 5 A B 
~x 2 +x-2~x + 2 + x-l 
rcsultando A = 1 y B = 3. Con ello podemos escribir 

4x + 5 1,3 

~ x 2 +x -2 x + 2 + x-l' 

Si ahora adccuamos las fracciones a la suma de series geomluicas, obtenemos 

f( \ = 4j + 5 = _L_ . _A_ = _J_ 1 _ 

nx) x 2 + x — 2 x + 2 + x — 1 1 + f 1 — x 

= 5[ 1- 5 + GD "(f) + “- + (- 1 ) n (f) +•■■] -3[l+x + x a + --- + x" + ...], 

donde el desarrollo dado en el primer corchele es rflido para ||| < 1 , es decir -2 < x < 2 y el que 
aparece en el segundo liene validez si es |x| < 1, o bien -1 < x < 1. Por lanto para x € (-1:1). 
agrupando tdrminos, serf 




yel intervalode convergenciaes (- 1 ; 1 ). 

10.13. La funcidn se puede escribir de forma que se involucre una serie geom£irica en el proceso. haciendo 

fix) = x * = (*'* + 16) ~ 16 = x* + 16 _ 16 

nX) x 4 + 16 x' 1 + 16 x* + 16 x* + 16 


16 + x 4 i + (f) 4 1 l + (^) 2 

' 1 “ “ T + (t)' “ (t ) 3 + *" + (-1 *" (t)° + “ ] ‘ 
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1, es decir |a: a | < 4, o bien si es |x| < 2. Opcrando sc tiene que 


desairollo Wilido si es | - 

'<*> - FTT5 * T - (t) ,+ (t) 3 +(-i) ntl (t)"+ = &-■)"*'^ 

10.14. Primer mitodo: Escribiendo la funcidn como una derivada sc liene que 

/(I) = TTP = \ TTxi = t ln(1 + x2) l 


i d I 


X 4 I 6 






= X -X 3 + X 5 -+ (-l) n X 2n + 1 + ..., 

Segundo mitodo: La funcidn puede escribirsc tambiln cn la forma 

/(*) =I r^ = X ^ _x2 + x4 - -r 6 + • +(-l) n -r 2 " + •••) 

= i - i 3 +1 5 - x 7 + • • • + (-l) n x 2n+1 + ..., 

10.15. Primer mitodo: Descomponiendo la funcidn como producto sc tiene 

S(x) = “ ' ~~ 


' (x - 3)(x -5) x - 3 x - 5 1-fl-f 


*(!)'♦ 


siendo eslos desarrollos v^lidos si |x| < 3 y |x| < 5, por lo que el dcsaiTollo de /(x) es Wilido si |x| < 3. 
Operando obtenemos 

/(l) = 15 l 1 + (3 + 5 ) * + (p + 3~5 + 5*) x2+ 

+ (p + PI + PI 2 + p) ^ + ‘ " + (p + P^ + '" + 3 
I f 3 + 5 3 2 + 3 • 5 + 5 2 - 2 3 3 + 3 2 • 5 + 3 ■ 5 2 + 5 3 3 

= Is[ 1 + TT X + 3 2 ■ 5 2 + -3^P-* + 


7 + ^ ■ 


3 " + 3"- 1 • 5 + • ■ ■ + 3 • 5 "- 1 + 5" , 


_ 1 yg 3 n + 3°- 1 -5 + ---+3-5 n - | +5 0 „ = 
“ 15 A. 3" • 5 n X 


3 n + 3 n_1 - 5 +-■■ + 3-5"-' +5" , 


3"+‘ -5 n+1 

Segundo mitodo: Si descomponemos en fracciones simples queda, m4s breve, ya que es 

= 7^3 + rh = + 


/(*) = 


(x - 3)(x - 5) x - 3 


= H 1 + i + ( i ) 2 + '" + ( i )" + ']“^[ 1 + ^ + (^) 2+ - + ( f ) ,+ -] 

= (^■^) + (p3 _ ir5) ;r+ (pP _ TPp) :r2+ ' + (pp“ipp) ;c ’‘ + 
= S(rp"ioTp) in ’ 
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rcsultado coincidenic con el obtcnido por cl mdlodo anterior, pucs para cada n es 

_1_1_ = _1_1_ = 5 n+l - 3 n+l 

6 -3" 10-5" 2 • 3 n+1 2 ■ 5 n+1 2-3"+>5" +1 

= 3n+i5n+i 5-3 = 3"+'5 n+1 + 3 5 + 

dondc la ultima igualdad ha rcsultado del hccho dc quc cs 


10.16. La funcidn sc escribe como }{x) = \/\ + x^ = (1 + x 2 )^ y hacicndo uso del desarrollo bindmico c< 
m = j, sustiluyendo x por x 2 , sc ticnc para |x 2 | < 1 


/(*) = yrr^=(i+o: 2 )i 


+ 2! X + 3! + 4! 


K-l) (-1) (-!)(-¥) . 


12. 1 2-5 6 1 2-5-1 


► i.- + f i-.r-i;: 


10.17. Para la funcidn f(x) = argsltx su dcrivadaes f'(x) = , ' a y empleandoel desarrollo binomico se liene 




2 x + i - 2 • 3 H 
1-3 4 _ 1-3-5 6 13-5-7 , 

f 2-4 X 2-4-6 X + 2-4-6-8 X 


TT7* (2».)M ’ 


donde los semifactorialcs cstdn delinidos en el Problenta rcsuclto 7.4. 
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Iniegrando en la igualdad anterior dentro del intcrvalo de convcrgcncia obtenemos 

/(x) - m - [rm * 

Como es /(0) = argsh 0 = 0 resulta, de la igualdad anterior, el desarrollo pedido 


/w.^x.x.E,-,,-^^ 


10.18. a) Teniendo en cuenta el desarrollo en scric de la funcidn sc 
podemos escribir 


in entorno del origen, dado por (10.12). 


Q(x°) _ -I 1 


b)Comoes ln(l + ;) = j + segun( 10.14),resulta 


lim xln^l + ^ = ]im x ^ + O = z jjlj^ “ + = 1 + 0 = 1. 
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B.2. Tablas de derivadas 
R eglas de derlvacldn 


(/ + <?)'= /' + <?' 

(/</)' = /<?'+ 9f 
(a/)' = af 

(ffo/)'(!) = <,'(/(!))•/'(i) 

Derivadas de funclones elementales 


(/ - <?)' = /' - 9' 

(i/ V*' 


Tlpo 

Funcidn 

Derivada 

Potencial 

fix) = x° 

f(x) = ax“ _l 

Ra(z 

f(x) = y/x 

f 'W = 2Tx 


f(x) = 'sfx 

f ' {X) = 

Logaritmo 

f(x) = Inx 

/'(*) = i 


f(x) = log„ X 

f'{x) = ^ log„ e 

Exponencial 

/(x) = e z 

f'(x) = e z 


f{x) = a* 

f'(x) = a x lna 

Polencial-exponencial 

f(x) = 

f'(x) = vu v ~ 1 u' + u" In u ■ v' 

Trigonometrical direclas 

f(x) = senx 

f'{x) = cos X 


/(x) = cos X 

f'(x) = - senx 


/(*) = tgx 

I'(x) = ^- x = \+tg i x 


/(x) = cotgx 

}'(x) = = -(1 +cotg 2 x) 

Trigonom£tricas inversas 

/(x) = arcsenx 

r(x) = 7T^ 


f(x) = arccosx 

f ' {x) = 7v=t 


/(x) = arctgx 

f '^ = rh 

Funcioncs hipcrbblicas 

f(x) = shx 

f'(x) = clix 


/(x) = clix 

/'(x) = shx 


/(x) = thx 



f(x) = argshx 

r{x) = 7TW 


}(x) = argtlix 

/'<*) = -j-^2 




> de una variable 


L3. Tabla de integrales 



Tlpo 

Forma simple 

Forma compuesta 

Potencial 


f u° + * 

JM- — +C, 

Logaritmo 

J ^dx = In |i| + C 

J ~c/x = In |u| + C 

Exponencial 

J e z dx = e z + C 

J e u u'dx = e u + C 


£* +c 

f a u u’dx = + C 

J In a 

Seno 

J cos xdx = sen x + C 

J cos u ■ udx = sen u + C 

Coseno 

J sen xdx = -cosx + C 

J sen u ■ udx = - cos u + C 

Tangentc 

f 1 dx t | c 

f u’ J 

J cos 2 x tfiI 1 ' 

J COS 2 u 


/(1+tg 2 x)dx = tg x + C 

/( 1+tg 2 u)u’dx = tgu + C 


J sec 2 xdx = tg x + C 

J sec 2 u ■ udx = tg u + C 

Cotangcnte 


[ u' , 

J sen’x 01 + ° 

J sen’u^ COtgU + C 


/( 1 + cotg 2 x)dx = - cotgx + C 

/(1 + cotg 2 u )u!dx = — cotg u + C 

Arco seno 

J -y==^dx = arcsenx + C 

J -^==^dx = arcsen u + C 


[ 1 x „ 

J -y====dx = arcsen — + C 

I s/a 2 u 2<lX = arCSe " a + C 

Arco tangcnte 

J = arctgx + C 

J YTH 2 ^ = arctgu + c 


J a 2 \-x 2<tX = a afCtg a + ° 

J J a rctg^+<? 

Hipcrb6licas 

J cli xdx = sh x + C 

J cli u ■ u'dx = sh u + C 


J sh xdx = chx + C 

J sh u ■ u'dx = ch u + C 


Jak dx = thx+C 

J^ dX = tilU + C 


I Vx^+ \ ‘k = args,1-r + c 

1 7^T7‘* r = argshu + c 


I s/x i 1 ^ = argc *' - T + ^ 

I s/'u 2 1 ‘k = argch “ + c 


J t * x2 dx = argthx + C 

J l U u2 dx = argth u + C 


Apdrtdice B / Tablas maiemHicas • 399 


B.4. Tabla de la funci6n gamma: Valores entre 1 Y 2 


p 

r (p) 

P 

r (p) 

P 

r (p) 

P 

ro») 

1,00 

1,00000 

1,25 

0,90640 

1,50 

0,88623 

1,75 

0,91906 

1.01 

1,99433 

1,26 

0,90440 

1,51 

0,88659 

1.76 

0,92137 

1,02 

0.98884 

1.27 

0,90250 

1,52 

0,88704 

1.77 

0,92376 

1.03 

0,98355 

1,28 

0,90072 

1,53 

0,88757 

1.78 

0,92623 

1,04 

0,97844 

1,29 

0,89904 

1.54 

0.88818 

1,79 

0,92877 

1,05 

0,97350 

1,30 

0,89747 

1.55 

0,88887 

1,80 

0,93138 

1,06 

0,96874 

1.31 

0,89600 

1,56 

0,88964 

1.81 

0,93408 

1,07 

0,96415 

1,32 

0,89464 

1,57 

0,89049 

1,82 

0,93685 

1,08 

0,95973 

1.33 

0,89338 

1.58 

0,89142 

1,83 

0,93969 

1,09 

0,95546 

1.34 

0,89222 

1.59 

0,89243 

1.84 

0,94261 

1,10 

0,95135 

1,35 

0,89115 

1,60 

0,89352 

1.85 

0,94561 

1.11 

0,94740 

1,36 

0,89018 

1.61 

0,89468 

1,86 

0,94869 

1.12 

0,94359 

1,37 

0,88931 

1,62 

0,89592 

1,87 

0,95184 

1.13 

0,93993 

1.38 

0,88854 

1.63 

0,89724 

1.88 

0,95507 

1.14 

0,93642 

1,39 

0,88785 

1,64 

0,89864 

1.89 

0,95838 

1,15 

0,93304 

1,40 

0,88726 

1,65 

0,90012 

1,90 

0,96177 

1.16 

0,92980 

1,41 

0,88676 

1,66 

0,90167 

1,91 

0,96523 

1,17 

0,92670 

1,42 

0,88636 

1,67 

0,90330 

1.92 

0,96877 

1.18 

0,92373 

1.43 

0.88604 

1,68 

0,90500 

1.93 

0,97240 

1.19 

0,92089 

1,44 

0.88581 

1,69 

0,90678 

1,94 

0,97610 

1.20 

0,91817 

1.45 

0,88566 

1,70 

0,90864 

1.95 

0.97988 

1,21 

0,91558 

1,46 

0,88560 

1.71 

0,91057 

1.96 

0,98374 

1.22 

0,91311 

1.47 

0,88563 

1,72 

0,91258 

1.97 

0,98768 

1,23 

0,91075 

1,48 

0,88575 

1,73 

0,91467 

1,98 

0,99171 

1.24 

0,90852 

1,49 

0,88595 

1.74 

0,91683 

1,99 

0,99581 







2,00 

1,00000 
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Calculo en una 
variable 

E ste libro pretende acercar a sus lectores, de forma autonoma, a los dominios 
basicos del calculo infinitesimal. Su metodologia se ajusta al modelo didacti- 
co seguido en nuestras clases presenciales con el fin de que el profesor 
ensene a aprender persiguiendo activamente tres fines: iluminar, entusiasmar e 

Los contenidos de la obra se distribuyen en diez capitulos donde se desarrollan los 
recursos fundamentales del calculo infinitesimal necesarios para la formacion en 
este campo de cientificos e ingenieros en los inicios de su graduacion universitaria. 
Cada capitulo contiene los recursos teoricos precisos expuestos en forma concisa 
pero completa, aclarando los conceptos clave con ejemplos concretos. De forma 
ajustada a la teoria se presenta una extensa coleccion de problemas totalmente 
resueltos y en forma comentada imitando siempre una clase presencial. En cada 
caso se resaltan los aspectos fundamentales del problema. Termina el capitulo con 
una coleccion de problemas propuestos paralela a la de los problemas resueltos 
para que el lector se ejercite y evalue su progreso. Estos problemas propuestos 
tambien aparecen resueltos al final del libro. 

En orden a una asimilacion eficiente consideramos que los estudiantes deben 
resolver los problemas propuestos desde el conocimiento de los recursos teoricos 
y con la informacion obtenida del estudio de los problemas resueltos. La consulta 
del proceso resolutivo en el libro debera ser la ultima opcion. Con esta sistematica 
podra valorar su progreso en el aprendizaje. 

El mejor deseo es que nuestros estudiantes asimilen con comodidad la amplia 
variedad de nuevos conceptos que les presentamos, asi como la adecuada utilizacion 
de los mismos en cada caso. El conocimiento preciso de los resultados y la forma en 
que interactuan en un proceso resolutivo es el objeto basico a lograr por cada lector 
en pro de conocer con garantia suficiente el calculo infinitesimal de una variable. 
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